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يعتبر موضوع الطرق العدديّة من أهم المواضيع في الرياضيات التطبيقية» 
وذلك لكونها وسيلة فعالة في حل المسائل الرياضية التي تواجه المهندس والباحث 
العلمي . 


وقد أضفى اختراع الجحاسوب صبغة خاصة هذا الفرع من فروع 
الرياضيات. وذلك لقيام هذه الآلة بالدور الحسابي الروتيني - الذي هو عادة 
جزء مهم في كل الطرق العددية - بسرعة هائلة ودقة فائقة» حتى أصبح اللجوء 
إلى استعمال الطرق العددية في حل المسائل التي يصعب حلها بالطرق الرياضية 
المعروفة أمراً عادياً في البحوث العلمية المتقدمة . 


ونظراً لحداثة هذا الموضوع» وتطوره السريع المصاحب لتطور الآلات 
الحاسبة» فإن توفر المراجع العربية في جال التحليل العددي يكاد يكون 


معدوماًء مما دفعني إلى تاليف هذا الكتاب على أمل أن يغطي جزءاً من هذا 
النقص . 


هذا الكتاب هو خلاصة المادة التي قمت بتدريسها في مقررين بقسم الحاسب 
الآلي بكلية العلوم الأساسية (طرابلس) لسنوات عديدة. وبالتالي فإنه يشتمل 
على حتويات تكفي لتدريس موضو ع (التحليل العددي) على فصلين دراسيين 
(أي سنة كاملة) . وبالتحديد فإن, ا لجزء الأول من الكتاب (أي الفصول من 1 


إلى 6) هو مادة الفصل الأول لطلبة السنة الشالشة من مختلف التخصصا- 


لاستيعاب المنهج المتبع في هذا الكتابء يجب أن يكون الطالب قد درس 
مسبقاً المواضيع التالية: : بالنسبة للجزء الأول (1) البرمجة بلغة فورتران» (2) 


الجر الخطي» (3) التفاضل والتكامل. أما بالنسبة للجزء الثاني فيضاف إلى 
ذلك مادة المعادلات التفاضلية . 


لقد راعيت في الكتابة أن يكون الأسلوب سهلا ومباشراً مع محاولة تقريب 
مفاهيم متقدمة (مثل موضوع الاستقرار والتقارب) بطريقة قد تختلف عن 
الطرق المتبعة في العادة وذلك لغرض التبسيط . 

وقد تعمُدت التركيز على برمجة أغلب الطرق العددية التي تتم مناقشتهاء 
واللغة المستعملة لذلك هي فورتران. والذي دفعني إلى هذا التركيز سببان: 
الأول» توضيح الطريقة العددية بأسلوب مدد وهو لغة البرمجة ؛ والثاني» تقوية 
PO hh‏ ج ختلفة ومتعددة. ولا شك 
في أن تعلم الطرق العددية دون إلام بلخة من لخات البرجة يعتبر غير ذي 
جدوى. أما اختيار لغة فورتران دون غيرها فذلك لأنها هي الأنسب في هذا 
ابحال وال كثر استخداماً. 


وأخيراً لا يفوتني أن اشكر کل من ساهم في هذا الكتاب سواء بالمراجعة» أو 
إبداء الملاحظات» أو بأي صورة ة أخرى. . . وأخص بالشکر كلا من الدكتور 
علي بن الأشهر من قسم الرياضيات ! بكلية العلىوم والدکتور ر ر 
العال من قسم الحاسب الآلي بنفس الكلية على ملاحظات) القيْمة حو 
الكتاب. 


لخر لرل 
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فصل الول 


حل المعادلات 


Solution of Equations 


1 مقدمهة 


يستعمل اصطلاح «٫حل‏ المعادلة» للتعبير عن عملية إمجاد قيمة المجهول × 
التي تحقق المعادلة . فمثلا المعادلة : 


2x +3 =0‏ )1.1( 
يكن حلها بإضافة 3- للطرفين الأين والأيس» ثم القسمة على 2 لنحصل 
على : 
32 - = × (1.2) 
وإذا عرفنا الدالة : 


f(») = 2x + 3‏ 
فإن 3/2 - = × تعتبر جذراً للدالة .٤)١(‏ وأحياناً يستعمل اصطلاح «إيجاد 
جذور المعادلة» للدلالة على حل المعادلة. لاحظ أن المعادلة (1.1) هي معادلة 

خطيةء أي أن المجهول × يظهر في المعادلة باس يساوي الواحد؛ فمشلا 
المعادلة: 


(1.3) x - 3x +2 =0 


ليست معادلة خحطية حيث إن أكبر أس للمتغير × هو 2 أي أنها معادلة من 
الدرجة الثانية . وکن حل هذه المعادلة باستعال القانون المعروف : 


9-8 +3 
ت 
2 
وبالتالي فإن هذه المعادلة حلينء ها: 
x =1 , X=2‏ 


والسؤال الآن هو ما إذا كان بالإمكان حل معادلات من الدرجة الثالشة فم 
فوق؟ والحواب هو أن ذلك ممكن في حالة الدرجة الثالثة والرابعة 
ليس سهل على الاطلاق. أما عدا ذلك فإن اللجرء 
مفر منه . 


وان کان الحل 
إلى الحلول التقريبية أمر لا 


ا المعادلات التي تحتوي على الدوال المخلثية والدوال الأسيةء فإن حلها عادة 
ما يكون غير مكن إلا بالطرق التقريبية . والأمثلة على ذلك المعادلات التالية : 
x — cosX = 0‏ 


(1.4) 
(1.5) e“ -x—-2=0 
(1:6) tog x+ x -10=0 


وهذا فإن دراسة الطرق العددية لإمجاد الحلول التقريبية هذه المعادلات 
وغيرها تعتبر من المواضيع الهامة جداً. 
1.2 طرaxة‏ ارم Graphic Method‏ 
لإيجاد حل تقريبى للمعادلة 0 = (×)ء نستعمل طريقة الرسم البيانيء 
وذلك برسم المنحنى (×)] وإيجاد نقطة تقاطع هذا المنحنى مع مور السينات . 
مثال (2.1): أوجد حلا تقريبياً للمعادلة: 
f(x) = ex -2 =0‏ 


أولاً نوجد قيم (۲)۸ لبعض قيم × حقى نتمكن من رسم هذه الدالة» عل 


: النحو التالي‎ 
"CTE 
SENEM 


لاحظ أن قيم (×)۴ قد تم حسابها في هذا الجحدول مقربة لأقرب رقمين» 
حيث إن الرسم لا يحتاج لدقة أكثر من ذلك. 


الشكل (2.1) 3- 


يتبون من هذا الرسم التقريبي أن الجذر هو 1.1 - × تقرياً. 


ملاحظة : 


بالإمكان كتابة المعادلة: 


e“-x-2=0 


على النحو: × =2 


17 


وبالتالي فإن الجذور تقع عند نقط تقاطع الدالتين (المنحنيين): 
g()=X +, f(x) = e -2‏ 
وکا هو مبین في شکل (2.2). 


f(x) = e” 2 


الشكل (2.2) 


من الرسم في الفترة [2 ,2-] يتضح أن للمعادلة (1.5) حلين في هذه الفترة 
ها 1.1 و1.8- تقريباً. للتحقق من ذلك نلاحظ أن: 
e" - 1.1 - 2 = - 6‏ 


e - )-1.8( - 2 = - 5 و:‎ 


نلاحظ أن الطرف الأيين لا يساوي صفراً ك بب في حالة الحل الصحيح؛ 
ولكن القيم النحصل عايها تعتبر قريبة من الصفر نسبياء ويكن الاستفادة من 
الجذور التقريبية كبداية في عملية تكرارية للحصول على جذور أصح . من هذه 
الطرق طريقة التنصيف . 

1.3 طريفة lلتiصıف Bisection Method‏ 
... بالإمكان توضيح هذه الطريقة التي تعتمد على حاصرة الجذر في فترة تصغر 
يكل مرة مقدار النصف بالثال التالي: 


مثال (3.1) : 
أوجد حل المعادلة : 


f(x) = cosx — x = 0 


في الفترة [1.5 ,0.5] بطريقة التنصيف . 


اول بجحب أن نتأكد أن (۴).5 و (۴)1.5 مختلفتان في الإشارة» وهنذا صحيح 
حیث إن : 
f).5( = 0.38, ۴)1.5( = - 3‏ 
إذن فهناك جذر للدالة (»)؟ في الفترة [1.5 ,5.] حيث إن هذه الدالة مستمرة 
ئا ولكي تتغير قيمتها من السالب إلى الموجب لا بد أن تَر بمحور 
السينات. 
أول قيمة تقريبية للجذر نتحصل عليها بأخذ نقطة المنتصف للفترة [1.5 ,5.] 
وهي : 
1.5+ 5. 
> 


والآن نحتاج لمعرفة إشارة ٤)١,(‏ ولذلك نقوم بحساب قيمتها وهي : 


1 


f) = )1( = - 0.6‏ 
آي انا سالبة» وهذا يعني أن الجذر المطلوب يقع في الفترة [0.5,1] حيث إن 
() تتغير إشارتها من الموجب عند 0.5 إلى السالب عند 1. إذن تكون القيمة 

التقريبية الثانية للجذر عند نقطة المنتصف للفترة [0.5,1] وهي : 


0.5 +1 
= = 5 
2 


وحیث إن : 
f(0.75) = - .018‏ = )رf(e‏ 
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وهى سالبةء فإن الجذر يقع في الفترة [0.75 ,0.5]ء وبالتالي فإن القيمة 


ذلك قد بحطلب عدداً لا نهائياً من الدورات» وبالتالي فإننا عادة ما نكتفي 
التقريبية الثالثة هي : بالشرط : 
If(c,)| < e 0.5 + 0.5‏ )3.1( 
کک ہے کچ 
9 


بدلا من 0 = »!)٥,(‏ حيث » رقم صغخير» كلها صغر زادت دقة م» وزاد 
عدد الدورات .١‏ وحيث إن هذا الاستبدال يعتبر تنازلاً وتساعاًء فإن المتباينة 

ee‏ (31) تسمى حالة التسامح Tolerance condition‏ ویسمى الرقم ٤‏ برقم التسامح. 
والآن بالإمكان تلخحيص طريقة التتصيف (أو بتعبير آخحر خوارزمية 


وحيث إن : 


وهي قيمة موجبةء فإن الجذر يقع في الفترة [0.75 ,0.625] وبالتالي : 


0.5 + 0.625 ا ا ا ي 
5 کب ج ج اق 
2 1- المعطيات هي : الفرة [,0 ,رة] التي يقع داخلها الحذر بحيث : 
5 = () 1 
f(a,) f(b,) < 0‏ 
آي ان الجذر يقع في الفترة [0.75 ,0.6875]ء وبالتالي فإن : زم الصاح ١‏ ووم صخر جل d0“‏ 
5 = 0.75/2 + 0.6875( = ¢4 بدا بق تد د 
ونجد أن: اجب انقطةا اة : 
0.04 = (ی)f‏ 1 
a, + b; N r 2‏ 
وكا هو واضح فإن هذه الطريقة تت تتطلب عدداً كبيرا من العمليات المغكررة و 
»»iterations»‏ ولکن استعال الحاسوب في الحسابات يجعل ذلك مقبولا؛ 4- إذا كان 
ويسهل هذه الصعوية . € < lf(c)|‏ 
والسؤال الذي يطرح الآن: متى نتوقف؟ أي كم عملية تكرارية حنج فاطبع قيمة » وتوقف 
للحصول على الحل المطلوب؟ ٤‏ 
1 5۔ إذا کان : 
والجواب هو أن عدد العمليات (أو الدورات) يزداد بازدياد الدقة | س ٤)4( f(c,) < 0 a‏ فاجعل ٩‏ = و (أي أن رط تاخحذ قيمة ) 
[والمقصود بكلمة الدقة هو عدد الخانات الصحيحة في الجذر التقريبي ابتداءُ من فاجعل ب = وره في الحالة الأولى به = ورب وفي الحالة الثانية 
اليسارء فإذا كان الجذر الصحيح مثا هو 0.1234 وال جذر التقريبي هو 0.12 فإ | ا ا 


هذا التقريب دقيق لخانتين صحيحتين هما 12] . 


6 
. 8 ادجع إلى الخطوة (3) مع إضافة 1 إلى 1. 
فإذا كان المطلور آن یکون الجذر التقريبي مطابقا تماما للجذر | لصحيح فإن 


ولتوضيح الطوة (5)ء نقوم برسم الحالتين في هذه الخطوة في شکل (2.. 
2% 
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f(a) fe) > 0 f(a) f(e) < © 


a1 2 
bı, = Þı 


by = CG 
. 
ربب‎ = 2 


مثال (3.2) : 
برنامج بلغة فورتران لطريقة التنصيف 


اكب برناباً بلغة فورتران مستعملا طريقة التتصيف لحل العادلة: 


نلاحظ أن الدالة: 
f(x) ay e — ×‏ 
تتغير إشارتها بحيث : 
f(0) > 0, f(1) < 0‏ 


آی آن: 
ي 0 < f(0) f(1)‏ 


ف الفتة أحذ هذه القترة كفترة 
بالتالي يکن اعتبار أن الجذر يقع في الفترة (1 ,0) واح هده 
وبال 2 لفتر 
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ت س 


„ BISECTION METHOD........ 

F(K) = EXP(-X)-X 

EPS = 0.00001 

A=0 

B=1 

FA = F(A) 

C = (A+B)2 

FC = F(C) 

IF (ABS(FC) - EPS) 20,10,10 

TEST = FA * FC 

IF (TEST.GT.0) THEN 
A=C 
FA = FC 

ELSE 


ENDIF 
GOTO 5 
WRITE (*,30) C,FC 
FORMAT ( ‘APPROXIMATE ROOT = ',E12.5, 10X, 
*' F (ROOT) =', E12.5) 
STOP 
END : ملاحظة‎ 


لاح ان الدالة ۴۲ يتم استدعاو ها وإنجاد قيمتها مرة واحدة في كل 
دورة في البرنامج المذكور وذلك توفیراً لوقت الحاسب خاصة في حالة 
رحود دالة يتطلب حسابها وقتا طويلاً. 


تقدير الخطا في يقة التنصيف : 
كانت ع هي القية التريية للقيمة الصسيسة ١‏ إن الغطا اللطاق يبرق 


کالآتي: 
e =‏ )3.2( 
أما الخطا التسبي فهو: 
t۶0‏ کچ م )6.3 


لتقدير لطا في القيمة التقريبية للجذر نلاحظ أن الفترة التي تحتوي عل 
الجذر (م #) أي الدورة « يكون طوهما ٤,‏ نصف طول الفترة في الدورة 
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السابقة. أي أن طول الفترة ينقص بمقدار النصف في كل دورة بحيث: 


4 5 ك )3.4( 
حيث ٤,‏ طول الفترة الابتدائية . 
وکما هو واضح من الشکل (1.3): 


شکل (1.3) 
فإن الخطأ المطلق ,ء في الدورة ١‏ من طريقة التنصيف بحقق ما يلي : 


6.5) 
le, < €,/2 


وبالتالي» من (3.4) ينتج أن: 


1 3.6( 
م“ > ارا 

ومن ذلك نستتتج أن الخطأ المطلق في طريقة التنصيف يؤول إلى e‏ 

عندمليؤوله بعدد الدورات إلى ما لا نهاية» وبعبارة أحرى نقول إن طريقة 


۶ 
التتصيف ها حاصية التقار ب 8٥«geء0neه.‏ وهذه الخاصية مهمة حدافي 
التحليل العددي ولا تنوفر لي كثير من الحاللات. 


مثال (3.2) : 
ما عدد الدورات التي قد تلزم في طريقة التنصيف للحصول على جذر 


تقريبي ٩,‏ بحیث یکون الخطأ المطلق في ,© لا يتجاوز 0.00001.علاً بان 
طول الفترة الابتدائية هو 1. 


نفرض آڻ: 0.00001 > _f1_‏ 
2 
وعا أن =١‏ )ا فإن 
10000 > "2 
بأخذ لوغاريتم الطرفين» نحصل على : 
n > (5/ €0 2)‏ 
16.6 > 


وما أن ہ يجب أن تکون عدداً سا فإن: 
n=17‏ 


تحقق المطلوبء أي ان 7 دورة في طريقة التنصيف تحقق خطاً مطلقاً لإ 


يتجاوز 0.00001 في حالة أن طول الفترة الابتدائية هو 1. 


تمارین )1( 


4 طريقة الوضع !lÈطأJء Method of False Position‏ 
1 باستعمال طريقة رسم المنحنيات» أوجد فترة مناسبة تحوي كل جذر من هذه الطريقة شبيهة بطريقة التنصيف من حيث حصر الجذر بين قيمتين ها 
جذور المعادلات التالية : طرفاالفترة» ولكن بدل أخذ نقطة المنتصف للفترة [إا ,ة] 
(a) x» × - 7= 0‏ 
(b) exp(= x) +x =‏ 


كجذر تقريبي عند 
الفزرة # توصل التقطين ((۲)۵ ٩)0((, )٩‏ ,0) بخط مستقیم لیتقاطع مع 


6 حور السينات في النقطة ;> كا في الرسم (شكل 4.1). 


(c) tn (x) —-x+7=0U 


(d) 


x = x - 10 =0‏ 
أوجد الجذور التقريبية للمعادلات في تمرين (1) وذلك برسم منحني 


الدالتین (×)۴ و(×)ع حیث × =(×)ع و (×)ع = (٭)٤‏ عند کل جذر. 


استعمل طريقة التنصيف لاإ بجاد قيم تقريبية لحذور المعادلات في تمرين 
(1). استعمل 5 دورات فقط . 


4- إذا کان (ط)۴ ()۴ قيمة سالبة » فهل هذا يعني وجود جذر في الفترة <O‏ 
ط,]؟ استعمل الدالة سأ = (»)۴ في الفترة [0,2] لتحقيق إجابتك ا 
] 2 ا 1 ۳ 
کا هو الا 
yi Bi esi e‏ وکا هو ل في طريقة التنصيف» نختبر إشارة (ء)؟ (ه)۲. إذا كانت سالبة 
5 - أوحد القيمة التقريبية للحذر الموحب للدالة: (1+») ها 3- ×= NN )١(‏ 
باستعهال طريقة التنصيف. أوقف الدورات عندما 01. > .|۴)١(|‏ 


,0 تأخذ قيمة © وتبقى ,,,ھ تساوي ,4ء أما إذا كانت 
الاشارة 1 


موجبة فإن ,3 تأاخذ قيمة C;‏ وتہق Di:‏ تساوي .b,‏ 


اكتب برناعاً بلغة فورتران مستعماد طريقة التتصيف لإبجاد قيمة تفرب د قيمة ,ت٠‏ نوجد معادلة الحط المستقيم» وهي: 


لجذر الدالة (×)۴ الواقع في الفترة [8 ,4] بحيث لا يتجاوز الخطاً 
عن 0.000001 . [ملاحظة : أكتب البرنامج UBROUTINE öةرaص JE‏ 


y~ f(a) _ f(b,) — f(a) 
x ~a, b, ¬ a; | 
في البرنامج الرئيسي]. ر‎ ۴ a 
: وبوضع 0 = لو = »» نحصل على‎ N بحیث یتم إدخحال ۸ و 8 و (×)۴ في البرنامج الرئيسي‎ 
b. - a) ر‎ ٠ أوجد عدد الدورات التي قد تلزم لإمجاد قيمة تقريبية‎ 7 
a E O eg بحيث لا يتجاوز النطأ المطلق في هذه‎ ۲)×( = 0 
.2 كان طول الفترة الابتدائية هو‎ 


7 eb) - fa) 
26 


27 


أو بصورة أخرى 
م _ 
i 1 f) fa)‏ )4.2( 


والآن تلص طريقة الوضع الخاطى في الخوارزمية الالة: 
1- العطيات هي : ,4 , ٥,‏ بحیث 0 > (,ط)؟ (,ھ). 
- الدالة (×)۴ ورقم التسامح .٠‏ 
2- أبدأ بالقيمة 1= 1. 
3- احسب ` من (4.1) أو (4.2) . 
4 إذا كانت قيمة |(۴)۲| أقل من ع» فاطبع » وتوقف . وإلا فاختبر إشارة 
)۴ (,)۴ بحیٹ : 
إذا كانت القيمة سالبة فدع = 5ء وإذا كانت موجبة فدع 
;€ = 34 . في الحالة الأول E‏ الحالة الثانية ,ا = 0 


البرنامج بلغة الفورتران هذه الطريقة مطابق للرنامج الذي فاي 
لطريقة التنصيف عدا الخطوة التي يتم فيها 
البرنامج بحيث يتم حساب الدالة مرة 
(4.2) لا تكتب في البرنامج على النحو: 
C= B - (B - A)* F(B)/ (F(B) — F(A))‏ 
لان هذه الطريقة تكلف حساب الدالة 3 مرات في حل اإحملةء وکن 8 
كتابتها على النحو: 


C= B = (B~ A) *FB/ (FB — FA) 


FA = F(A), FB = F(B) 


يتم حسابها خارج _الدورة» ولكن تحسب: 


FC = F(C) 
داخل الدورة » وا‎ 
| ورة » والمطلوب من القارىء كتابة برنامج هذه‎ 
تمرینات 2) . قا ا وم‎ 
: ملاحظة‎ 


طريقة الوضع الخاطىء تتمتع بخاصية التقارب كا هو الحال في طريقة 
التنصيف: 


مثال (4.1) : 


أوحد را تقريييً للمعادلة 09 مها - × = (×) باستعمال طريقة الوضع 


الخاطى علماً بأن الجذر يقع في الفترة (4,4.5). E‏ 
عندما 005. > |(»)۴|. 


اول نلاحظ أن: 2.8421 = (۴)4 = (۴)۵ 
fb) = f(4.5) = 0.3‏ 
وبالتالي فإن الفترة (4,4.5) تحتوي على حذر واحد على الأقل. تحسب 
الآن ,» من (4.1) بحيث: 
7 _ 4 (2.842)-4= ء 
1 - 0.1373 

وعا آن: 0.3075 = fe)‏ 
قيمة موجبة» فإن الحذر يقع في الفترة (4.477,4.5) وبالتالي فإن: 


4.5 - 4.47 
=4477 - )0.3075( ` 449 
2 0.1373 - 5 9 


وما أن: 0> 0.126 = )رf(e‏ 
فإن المجذر يقع في الفترة (4.4929,4.5). ونستمر على هذا النحو ف 
حساب ړ٥رړهرږه‏ حیث ښجحد أُن: 
5 = پ6 


feş) = 0.00183 > 0.005‏ 
وبالتالي نتوقف عن الدورات الحسابية کا هو مطلوب . 
5 طريقة القاطع Secant Method‏ 


هذه الطريقة تتفق مع طريقة الوضع الخاطئ من حيث استعمال المعادلة 
(4.1) أو (4.2)» ولكن لا نشزط هنا أن تكون الفترة الابتدائية (رط.) 
محتوية على الجذر. ويمكن تلحيص هذه الطريقة في الخوارزمية التالية: 
1- المعطيات: الدالة ()۴ 
- أي نقطتین Db, a,‏ 
- رقم التسامح E‏ 
- الحد الأعلى لعدد الدورات ٣"‏ 
2- قم بالخطوات (3) إلى (6) بحيث لا يتجاوز عدد الدورات ” (أي أن آ 
تبدأ من 1 إلى ه) 
b ~a‏ 
کے ات ا 
4 احسب ٤)(‏ وقارن |٤)(|‏ بالعدد :. وإذا کان × > |(ء)٤|‏ 
إطبع قيمة ١‏ و (١)؟‏ ثم توقف» وإلا فاستمر إلى الخطوة (5). 
5- دع ره تأخذ قيمة ,ا ودع ,,ط تأخذ قيمة »» أي (بالرموز) دع : 


c, = a, ¬ f(a( 


3,1 = b, D1 = 


6- ارجع إلى الخطوة (3). 


ملاحظة : 


حددنا في طريقة القاطع الحد الأعلى لعدد الدورات ولم نفعل ذلك في طريفة 
التنصيف وطريقة الوضع الخاطىء وذلك لسبب مهم جدا وهو أن التقارب في 
طريقة القاطع ليس دائ أكيداء وبالتالي قد بحدث أن ندخل في حلقة لا نهائية 
من الدورات دون أن نتوصل إلى الحل بطريقة القاطع . وقد نتساءل إذن لاذا 
نستعمل هذه الطريقة أحيانا ما دام الوصول إلى الحل عن طريقها غير مضمون؟ 
والحواب هو أن اشتراط وقوع الجذر داخحل الفترة الابتدائية واختلاف إشارة 

الدالة على حدي هذه الفترة قد يصعب أحياناً توفره. . ولذلك نستعمل طريقة 

القاطع في هذه الحالة بدل طريقة الوضع الخاطىء. 


والرسم ني الشكل (5.1) يوضح كيفية عمل طريقة القاطع. 


مثال (5.1) :۰ 


أحسب حل تقريبياً للمعادلة 0 = 5 - م _ 
القاطع . افترض أن 0 = ره و1 = 


٤)×(‏ باستعمال طريقة 
,ا واحسب ثلاث دورات فقط . 
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الدورة الأولى : 
f(a,) = =4‏ س a,‏ 


b, = 1, f(b) = =~ 7 


bı ¬ a, 
c, = (ھ)؟ ¬ ,۾‎ = 2.328 
f(b,) — f(a,) 
f)c,( = 4 
: الدورة الثانية‎ 
aړ‎ = bط,‎ = 1, ؟)aر(‎ = (,()؟‎ = - 7 
b, = c, = 2.3278, f)طر(‎ = ٤)c,( = 4 
b, ~a 
0مھ _ 2 __ (رھ)؟ - رھ = ره‎ 
f(bر)‎ — f(a,) 
(ر)؟‎ = - 4 
الدورة الثالثة‎ 


4 = (رطا)؟ = (رa)‏ ,2.3278 = رط = a‏ 
4 - = (ر۴)e‏ = f)b,(‏ ,1.4020 = ر = b,‏ 
(رة - وط( ۴)2 _ _ 

f(b) - f(a) 
f(c,) = -0.32560 


= 21 


برنامج لحل المعادلة 0 = (×)۴ بطريقة القاطع 


لإججاد حل تقريي للمعادلة 0 = 5 - ”ء بطريقة القاطع› 
نكتب البرنامج التالي بلخة الفورتران. 


Cc lc SECANT HETHOD............ 
F(X)=EXP(X)-5 
A=0O 
B=1 
MAX=5O0 
FA=F(A) 
FB=F(B) 
EPS=0.0001 
DO 100 I=1,HAXx 
C=A-FA* (B-A)/(FB-FA) 
FC=F(C) 
IFP(ABS(FC).LT.EPS)GO TO 200 
A=B 
B=C 
FA=FB 
FB=FC 
100 CONTINUE 
200 HRITE(*,210)C,FC,I 
210 FORMAT (10X, 'ROOT=’,E15.6,10¥%, ’F(RFOOT) 
=’ ,B15:6, 10K, *‘ITERATIONS=’,13) 
STOP 
END 


عند إجراء هذا البرنامج » نتحصّل على الناتج الآتي : 
ROOT = 0.160944E + 01 F(ROOT) = — 0.461802E — 05 I TERATIONS = 6‏ 
ٍ تمارین (2) 
- أوجد قيا تقريبية لجذور المعادلات في مجموعة تمارين «1» تمرين -1-» 
مستعملا طريقة الوضع الخاطىء بخمس دورات . 


2- حل تمرين -5- من مجموعة تمارين «1» بطريقة الوضع الخاطىء. 
| 


1 


اكتب برناجاً بلغة الفورتران لإيجاد قيمة تقريبية بجذر الدالة (»)۴ الواقع 
في الفترة [8 ,4] باستعهال طريقة الوضع الخاطىء مع إيقاف الدوران 
عندما ع > |(٭)۴|. اكتب البرنامج عل صورة ګ#ROUT|N SUB‏ بحیث 
یتم تعریف ۸ ,8 ,(×)۴ في البرنامج الرئيسي . 


ات الجذر التربيعي للعدد 5 باستعهال طريقة الوضع الخاطىء بحيث 
يكون التقريب ء محققاً 01. > |5 - ”| 
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ن النقطتين (۵)؟ ,3) و .)٥ ٤)0((‏ کا نلاحظ 
x َ‏ ۹ ميم الوا ٣‏ ;4 د ;0 

5 استعمل طريقة القاطع لإبجاد جذر تقريبي للمعادلة 2 = 0× مستعما A‏ ۋا 

التفرييين 0.7 و0.8 في البداية وحساب 4 دورات فقط ٠‏ أنه إذا كانت النقطتان قريبتين ومتلاصقتين فإن : 
f (b) = 5,‏ 
6- لحساب ۷5 بطريقة القاطم «أه بين أن هذه الطريقة مكافشة للمتابىة 
الآتية : حيث (0)] هي قيمة المشتقة الأولى عند را وتمشل ميل المماس عند هذه 
(a, b, + 5)/ (a; + bP)‏ = ¢ النقطة . وإذا استعملنا: 
X1 7 a = biy 38‏ 
x, = a, = Db,‏ 
أ ¢ © FC.‏ إذا كانت 4 = پ3 
ت A‏ 0 فإن (6.1) تؤول إلى : 
حه أكتب برناجا لحساب » من 1 = ا إلى 20 = ز. 
f(x) :‏ 2 

7ے اکت برناجا فرعيا Subroutine‏ ل المعادلة 0 = f)»(‏ بالملريقة التالية: K1 7F f(x)‏ )6.2( 
کر د ےک کے مرا امدق رهي اعاعدة العروفة ياسع طريتة نيوان وکن ترضیح مله ریش 
رة القالع» وإ فاستعمل طربقة اوضع الخاطىء من تلك الدورة الرسم على الحو البین قي الشکل (62) یٹ نوجد می ی 
فيم بعد. ما هي مزايا هذه الطربقة؟ : مث نوجد × من تقاطع 
E‏ 1 المماس مع حور السينات. 

8 اود حلا تقريبيا للمعادلة 0= 1- × =( بطريقة القاطع مبتدئا 
بالقيمتين 0 = ,۾ ,1 = ا. احسب 3 دورات فقط . هل ستؤدي هذه 
الطريقة إلى الحل؟ وضح إجابتك بالرسم. 

ی ی ي ا 

1.6 


طر يق نjigı (Newton’s Method)‏ 
نلاحظ أن طريقة القاطع تعتمد على القاعدة: | 


(6. = b, = 1 


$ 


_ f(b) = f(a) 


b, ¬ 4; 
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ل أن هذه الطريقة قد لا تو ۱ E‏ 
الطريقة قد لا تؤدي إلى الحل المطلوب وهذا يحدث بالذات إذإ ون اقاب يا ان ستل الغرط: 


i1 x <8 f(x) 0 


لإيقاف الدورات بدلا من (أو مع) الشرط : 


کا هو مبڍن بالرسم حيث يصبح اماس أفقاً ولا يتقاطع مع عور E‏ 7 
Xx.)| < e‏ 


(شکل 6.3). 


f(Xi 
kK, = x= e وذلك لأن:‎ 


فإذا کانت ,× × متقاربتين فبالضرورة أن تكون ٤)×(‏ ذات قيمة صغيرة 
إذا كانت (×)'؟ غير قريبة من الصفر. 
والآن بعكن أن نلخحص طريقة نيوتن لي الخوارزمية التالية: 
1 حدد المعطیات : (×)گ (×)'؟ء )× (قيمة تقريبية للجذر) > وة (عددان 
صغيبران)» ×ة (الحدالأعلى لعدد الدورات) . 


2 نفذ الخطوات (3) إلى (7) من 0 = ا إلى جص = 1. 


شکل (6.3) 3۔ إذا کانت٤‏ > |٤)×(|‏ فاطبع ;× ,ا ٤)×(,‏ وتوقف . 
لذلك جب أن تختبر قيمة )۶ بحيث إذا کات ازا من امقر ترت س 4- إذا كانت »> |(م×)۴| فاطبع ما يفيد ذلك وتوقف. 
a‏ أن يوضع حد أعلى لعدد الدورات في برنامج هذه الطريقةء 5 أحسب E RE‏ 
تياطا للدخول في دورات لا نهائية مثل الوضع في الشكل (64). 
ني دورات لا نهائية مشل الوضع في الشكل (64) 6 إذا کانت: 8> |× - ×| اطبع × ,1 .(×)۴ وتوقف. 
7- ارجع إلى الخطوة (3). 

| مثال (6.1) : 

| حل المعادلة E‏ 

| بطريقة نیوتن . أوقف الدورات عندما “10 < |( 

استعمل القيمة الابتدائية 3.5 = × 
شکل (6.4) 


2e - 0 2 


„ NEWTON'S METHOD.... f{(x)=x + 
FOO = 2* COS(X)- X*X 4 : إن‎ 
„ FD(X) IS DERIVATIVE of F(x) F(R) = 3x F 2e 
FD(X) = - 2 * SIN (X) = 2°X إذن:‎ 
A=1 
MAX = 20 > Ke (x0) / (xo) 
EPS = 0.000001 1 
DEL = .00001 3.5 - )-10.89( / 102.98 
9 E ا‎ 3Ş 9 
FDA = FD(A) f)»,) = 0.4987 
IF (ABS (FA) ‘LT. EPS) GO TO 60 , 
IF (ABS (DFA). LE. EPS) GO TO 100 × = x f(x,)/ f (*,) 
B = A - FAI FDA 
IF (ABS (B - A). LT DEL) GO TO 60 = 4 
Aah f)»,) = 9 
50 CONTINUE 2 
60 WRITE (°, 80) A. FA, I x, = × ¬ (× f(x) 
80 FORMAT (1X, ROOT =’, E 15.6. ك‎ #8036 
* °F (ROOT) =’. E 15.6, SX, ITER =’. 3) 
STOE )»( = = 3 
100 WRITE (*, 120) 
120 FORMAT (5x, *DERIVATIVE IS'ZERO') : إذن‎ 
STOP 
END |f(,)| < 10 


وبالتالي نتوقف عند و× کا هو مطلوب وتعتبر هي الحل التقريبي . 


برنامج لطريقة نيوتن 
والآن نكتب برنايحاً بلغة فورتران لحل المعادلة: 


f(x) = 2cos XxX — x =0 


تطبيقات على طريقة نيوتن 


(إيجاد الجذر التربيعي) 


أوجد الجذر التربيعي ۷4 للعدد ‏ > 0 بطريقة نيوتن مع التطبيق 


بطريقة نيوتن» مع أخذ 1 = ری وإيقاف الدورات إذا تحقق أحد الشرطين: 


نوجد الحل للمعادلة 0= f)( = × - a‏ وبذلك يكن تبسيط قاعدة نيوتن 
هذه الدالة كيا يل : 


-×| >10 أو‎ |f(x)| < 10° 


|x 
أو عندما يصل عدد الدورات إلى 20 دورة.‎ 


i+1 


f ی‎ 


X1 7 KT f(x) ¥ 2X; 


x2+ a 
)6.3( Xir1 7 2x; 
: وبذلك. فإذا عرفنا الدالة‎ 
x2 a 
8(x) 2 2x 
xX, = 8) فإن قاعدة نيوتن تصبح على النحو:‎ 
× =1 فمثا إذا كانت 2 = ه وأخذنا القيمة الابتدائية:‎ 
2 
× = فان : 5 = حا = (»)ع‎ 
(1.5) +2 
× = 8)×( = = 07 
2()1.5( 


x, = ع)xر(‎ = 7 
×, = 8)) = 6 


وعا أن الفرق 21 = |و× = ,×| 


کر صقرا سیا گی الاه جار رات راع و هة 
تقريبية للجذر 2/. وإذا أردنا دقة أفضل» نحسب دورات أكثر. 
مثال (6.3) : 
(إيجاد المعكوس الضربي) : 
أوجد القيمة التقريبية للمعكوس الضربي د 


a 


لأي عدد a‏ لا يساوي صفرأًء وذلك بحل المعادلة : 


E 
f(x) = a =0 
× = 0.2 وطبق الطريقة لحساب 1/7 » ابتداء من‎ 


دمن الواضح أن ,× لا تختلف كثيراً عن ,×» ويكن اعتبارها اللمكوس لادد ۲ 


نلاحظ أن : 


2 
=x —ax +X 
i i i 


%41 7 X; (2 ¬ ax) 


)6.4( 
ومرة أخرى» يكن وضع طريقة نيوتن على النحو: 
Xi, 7 8(%;)‏ 
ولكن الآن: ax)‏ ¬ 2)× = (×)8 
وعلى سبيل الثال» نضع 7 = د (أي أن المطلوب حساب لي) 
ولتکن القيمة الابتدائية هي: 


0.2 کک 
إذن: 
0.12 = ((2)0.2 - 2) 0.2 = (ہ8)x X,z=‏ 
وهکذاء فإن: 
x= 8(x,) = 0.1392‏ 
XK = g(x) = 0. 14275‏ 


x, = 8(x,) = 8ش2ۆ1.‎ 
x, = 8) = 4 


e yan rass 


ملاحظة : 
يتبين من القاعدة (6.4) أنه من الناحية النظرية يمكن أن تغبي عملية الضرب 
عن عملية القسمة» ذلك لأن القاعدة (6.4) تفيد بان عملية القسمة نا هى إل 

سلسلة من عمليات الضرب تؤول في النہاية إلى ناتج القسمةء فلإبجاد ٠‏ 
1 


c= a/b = ab 


نوجد المعكوس ٠ط‏ بواسطة (6.4) ثم نضرب الناتج في 4. 
7 طريقة النقطة (Fixed-Point Method) ill‏ 


تعتمد هذه الطريقة على تحويل المعادلة 0 = (۴)۸ إلى شكل مكافىء ها علل 


النحو: 
x = g(x)‏ 
ثم استعهال القاعدة التكرارية : 
Xx, = 8 (×)‏ )7.1( 
وكمثال على ذلك القاعدة (6.4) و (6.5) في طريقة نيوتن» والنقطة ۲ التي 
تحقق : 
g)r(‏ = ا 


مثال (7.1) : 
اکتب المعادلة : 


1)0) = x” 7x + 10 = 0 


على النحو ()ع = ×. 


بالإمکان وضع هذه المعادلة على النحو المطلوب بعدة طرق» نختار منها ما 
يلي: 


42 


2 
x +10 


8)) = 


E(x) = V/ x - 10 = x« 


8(*) = x» - 6» + 10 = x 


والآن نستعمل طريقة نيوتن» وذلك بوضع : 


کے ,ے بے 
x ۳0)‏ = ))8 
x 210‏ 
لنحصل عل : = ))8 
7 2 2 


مئال (7.2) : 
استعمل طريمة النقطة الثابتة لإيجاد حل تقريى للمعادلة 
X = COS X‏ 


مبتدئا بالقيمة 1 = ,× مع التوقض عندما 0.002 > | ز× - × 


من الواضح هنا أن أبسط شكل للدالة (×)ع هو: 


g(x) = cos (x) 


وبالتالي فإن : 
g)×( = cos )1( = 2‏ = ,× 
x, = g8(x,) = 53‏ 
0 = (ر×)8 = ڕ× 
X4 = 9‏ 
0 = × 
وما أن: 


[xs — x,4| = .001191 < .002 


1- 


3 


3 


فنتوقف عن الدورات کا هو مطلوب . 
وبالإمکان توضیح هذا المثال بالرسم التالي رشكل 7.1) . 


ويعكن الآن تلحيص طريقة النقطة الثابتة ني ال خطوات التالية: 


حدد المعطیات : (×)8» ex‏ ×4 €. 


نفذ الخطوات (3) إلى (6) من 1 = ا إلى ×" = أ. 


آحسب (;×)8 = 1× 
إذا کان e‏ > |;× ¬ :×| توقف . 


إرجع إلى الخطوة (3) . 


وهذه الخطوات تكتب في برنامج فرعي بلغة فورتران كا يلي: 
SUBROUTINE FP‏ 


M(G, xo, MAK, EPS, X1, I) 
MAX 


XO) ‘LT EPS) RETURN 


DO 1001 = 1, 
X1 = G (XO) 
IF (ABS (X1 — 
XO = x1 
CONTINUE 
RETURN 
END 


شکل (7.1) 
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8 تقدير الخطأ في طربقة النقطة الثابتة 
إذا اعتبرنا أن × هي القيمة یا ی 
OS)‏ 
فإن الخطأ المطلق في هذا التقريب هو: 
E‏ .8( 
g(r) ¬ 8(x)‏ = 
e‏ الدالة (×)ع قابلة للتفاضل عدد ” من المشتقات. فباستعمال 
متسلسلة تايلور 65اه 0۲sارو1‏ نحصل على : 
g(D + (= Dg (D+ (= Dg” (D‏ = )2 
(€) ”ع (x, =D"‏ ا + ...+ )8.2( 
حيث 6 نقطة تقع في داخل الفترة [۲ ;×]. من (8.1) و (8.2) نحصل على : 
() ع ل *.. + 0 e =e (0- + oF‏ )83 


وبا خصو إذا كانت 1 = م فإن: 


e,7 €; 8 (6)‏ )8.4( 
وبالمئل فإن : 
e = e; 8 (6-(‏ )8.5( 
حیٹ 5-1 تقع بین ۲ در 
ي آن : e-,‏ )18 ُ8 )€( 3 2 1+ 
وهکذا نحصل على : 
e,4, = 8 (E) &' (,_,)-.- 8" (o) o‏ 


فإذا وجدت قيمة موجبة ۸ بحيث : 


lg’ (x)| < k 
في فترة 1 تحتوي على رک ب 8 قان‎ 
(8.6) e,1 < K"" leal 


لاحظ أن هذه المتباينة تحدد أعلى قيمة للخطأ المطلق في الدورة 1 + ¡ وهي 
مشروطة بوقوع غ في الفترة 1 حيث ز =0 1 2ء ٠...‏ أ 
فإذا افترضنا أن م× و × و٣‏ تقع في 1 وأن k‏ أقل من الواحد فإ ر× × . . 
كلها تقع في الفترة 1 لأن (باستعمال متسلسلة تايلور) : 
( ,)8 = × 
(,2) 8 (و× ¬ ,×) + (o×)ع‏ = 
Xx + (x ¬ × 8 )2(‏ = 
حیث 2 تقع بین × و 1×. إذن: 
× = ,× | > ال) عا × - ,×| > ار× - را 
وهذا یعنی أن ی× تتتمي إلى 1 وبالتالی فان × ی . . .تنتمي إلى 1 بالطریة 
نفسها. وحیٹ إن ۲ تتتمي إلى 1 و& تقع بين × و فإن & تتتمى إلى 1 
ونستخلص من (8.6) وافتراض أن » قل من الواحد أن الخطا امطلق 
يؤول إلى الصفر عندما يؤول عدد الدورات 1 إلى ما لا نهاية. وهي خاصية 
التقارب المهمة. 
مبرهنة (7.1) 


lg’ (%)| <= k <1 إذا كانت:‎ 


لحميع قيم × في فترة 1 تحتوي على ر×٠ Xx,‏ فإن طريقة النقطة الثابتة : 

X1 = BX) i=0,1,2,.. 

تتقارب من الجل ۲ للمعادلة: (×)ع = × 
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مثال (8.1) : 
ن أن المعادلة (×)ومم = × عکن حلها بطريقة النقطة الثابتة: 


X41 7 COS (X) 


i 


مع ضبان التقارب للحل إذا أخذنا 1 = م×. 


تتحقق شروط المبرهنة (1)ء حيث: 
Xx, = cos (x,y) = 0.540302‏ 

ف 1 < )1( |g'(x)| = |-sin x| = sin‏ 
لحميع قيم × في الفترة : 

[x,, xq] = [.540302,1]‏ = 1 
اله (x)‏ کو — ت E : RE‏ 
e‏ 8 × = (×)۴ تتغير إشارتها داخل هذه الفترة نستنتج آن 
لجذر ١‏ يقع داخل 1 وبالتالي فإن × تؤول إلى ۽ كلا ازدادت ¡. لاحظ هنا 
اعتبار (1) رزو = ), 


1.9 تقدير الخطأ في طريقة نيوتن : 


وما أن الد 


نلاحظ أن طريقة نيوتن لحل المعادلة 0 = (×)۴ تعتمد على القاعدة: 


f(x) 
6.0 X1 7 Xi FD 
وهي حالة حاصة من طريقة النقطة القابتة إذا اعتيرنا:‎ 
f(x) 
9.2) g(x =X FO 
' وبالتالي فبالإمكان تطبيق نظر ية التقاات لذ‎ 
ف لي فبالإمكان تطبيق نظرية التقأرب هذه الطريقة. ونبدأ بتفاضل (×)ع‎ 


2 f(x)” — f(x) F(0) 
ن‎ {9F 


4 


أي أن: 
EE‏ = )9.3( 
(J‏ 
ولذلك وبا أن 0 = (۴)۲ فإن: 
(r) =0‏ 8 


بشرط أن ()۴ لا تساوي صفراً. وهذا يعني أنه إذا كانت 0)ع دالة 
مستمرة 5ا 10ات في جوار ۲ فإنه باللإمکان إجاد فترة 1 تحتوي على ۲ وحقق : 
le'(x)| < k <1‏ 

لحميع قيم × في الفترة 1. فإذا اخحترنا × بحیث تنتمي کل من ر× و × إلى 1 
فإن طريقة نيوتن تؤدي إلى الحل الطلوب» ونحصل على خحاصية التقارب . 

ji ٍ‏ ظة أن 0 = (8')۲ 

ولتقدير الخطا في الدورة 1 + ا نستعمل (8.3) مع ملاحظة ن 0=( 

لطريقة نيوتن» أي : 
)9.4( 


ب + = 
الط 


وهذا يعني أن الخطأ المطلق في كل دورة يتناسب تقريبا مع مرح 
السابق . فإذا كان الخطا في الدورة ‏ صغيرا (أقل من وا 
يصغر أكثر. و هذا يقال إن طريقة نيوتن من المرتبة 
وأحياتاً نقول إن هما تقارباً تربيعيا. 


حدم فإنه في الدورة 1 + أ 
الثانية ل0 ‘Second‏ 


مثال (9.1): 
بين أن طريقة نيوتن لحل المعادلة 


تتقارب إلى ال حل الصحيح ثي حالة 2 = م١٠‏ 


لاحظ أن °۷3 = ۲ و 


من الصيغة (9.3) ا ا = )»)8 
[f'(x)]‏ 

(* - 3) (6x) / (3%) 

(<3) / (3 - ٭) 2 


2 - 2/3 = 
إذن فإن : | < l'l‏ 
إجميع قيم »التي تحقق: ۷۳7 < × 


× = 2 باخحتیار‎ 
„ _ x ے‎ 19 1 
X = Xo Fo) 12 >2 نحصل على:‎ 


وبالتالي فإن × و × و ٣‏ تنتمي إلى الفترة: 
]۷2,2 =1 
وحیث إن ا() عا هي أقل من الواحد في هذه الفترة» فإن التققارب 
يتحقق طبقا للمبرهنة (7.1). 


تمارين (3) 


1- استعنمل طريقة نيوتن لحل المعادلة 2.85 = × «إو × + ت مبتدئاً بالقيمة 

1 = ×. توقف بعد 3 دورات» وبين إجابتك بالرسم . 

أرسم منحنی الدالة 2 - × + 2 - × = ٤)×(‏ ثم أحسب 3 دورات في 

طريقة نیوتن مبتدئًا بالقیمة «أ» 3 = × ٹم «ب) 1 = ری ثم رح 

.x =0‏ بين ما بحدث في كل حالة ووضح إجابتك على الرسم. 

3- اکتب برنامج فورتران للقيام بالحسابات في تمرين -2- مع وضع حد أعل 
للدورات» وليكن 10؛ وإيقاف الدورات عندما 00001. > إ(»)؟] أو 
1 اب > ربکا طبع قیم × و )۴ و »)۳ في کل دورة. 


4 


5 


-6 


استعمل طريقة نیوتن فسات الحذر التكعيبي للعدد 


خی 4 4 


ي 
خانات عشرية . إبدأ بالقيمة 1.5 = » ٠‏ 
9 البرنامج الفرعي (4) 0١ FT‏ الذي بج 
الجذر التربيعي للعدد الموجب 4 بطريقة نيوتن مدنا بالقيمة ۸/2 = × 


مع وقف الدورات عندما 10 >|۸ - | 
أكتب برنامج فورتران الذي بحسب الجذور الثلائة للدالة 
p(x) = a, x + a x + a, x + 8,‏ 
في هذا البرنامج تتم قراءة البيانات التالية : 
× : القيمة الابتدائية لأحد الجحذور الثلاثة . 
:max‏ الحد الأعللى للدورات . 
6 رقم التسامح . 
,:4 ,3 ,2 ,1 = ¡) معاملات («×)م . 
استعمل طريقة نيوتن لإيجاد جذر حقيقي واحد ثم استعمل قانون حل 
معادلات الدرجة الثانية لاإيجاد الجذرين الباقين . 
بين أن طريقة نيوتن لحل المعادلة 0 = ا + × - جه مكافئة لطريقة الثقطة 
الثابتة (×)ع = ,× حيث: 
)3a× - 1(‏ / (ط - ×ھ2) = (×)ع 
استعمل طريقة النقطة الثابتة لحل المعادلة ٠”‏ = × مبتدئاً بالقيمة 1 = × 
ومنتهياً بالحالة 107 > |× - ,×| وموضحاً إجابتك بالرسم . 
2 ت أن الدالة : 
E(x) = x = 4/x‏ 
ها نقطة ثابتة عند 2 = ×. 
«ب» بين أن 2 = × تعتبر حل للمعادلة 0 = 4 - × - × = (٭)؟ 
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10 


چ ون أف طريقة النقطة الشابتة لا تؤدي إلى الحل المطلوب لأي قيمة 


بتدائية م إذا استخحدمتا الدالة ()& ف i‏ 
«ده بين أن طريقة نيوتن لحل المعادلة 0 = (×)۴ تؤدي إلى 
g(x) = (2x - × + 4(/ (3% = 2×(‏ 


باستخحدام الميبرهنة O‏ 


1 


يه مو جحبة. 


ا أن ط بقة --(١‏ التاسة کہ _ ak‏ 
ك ريمة النقطة س تتقارب لحل المعادلة x =e»‏ 


٣‏ بين ان طريقة نيوتن لحل المعادلة 0 = 2 2 تتقارب لی 
ب للحل ي 


فيمه ابتدائية ایر 7 الواحد. 
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س (1): 


س (2): 


نموذج اختبار - 1 ۔ 


الزمن : 0 (ساعة ونصف) 
ر بين ان الفترة (0.2 .0.1) تحتوي على جذر للمعادلة 
ےا ہے ا 
xX‏ 
«ب» استعمل دورتين في طريقة التنصيف لحساب جذر المعادلة في 
»مع استعال الفترة الايتدائية (0.2 .1 0 ٍ 
«ح» أحسب الحد الأعلى للخطأ المطلق إذا كان عدد الدورات في 
الفقرة ,» خس دورات. 
رد أخسب دوره واحدة ف طريقة الوصع الخاطىء اں حدر 


المعادلة في الفقرة «ب» مستعملا الفترة الابتدائية (0.1.0.2). 


رأ» بين على الرسم المرفق دورتين لطريقة الوضع احاطىء. 


٤ 
1 
3 1 
1 
3 
c> 4; +7 
a; +b رب» استنت< العلاقة‎ 
چ و 9 ا‎ 
ر بی طريتة القاطع في حل العا ۾‎ 
o من‎ 


وح استخدم العلاقة ف «ب» في کتابه برنامج حساب وطباعة cC‏ 
i : . :‏ 

من 1 = أ إلى 10 = ا¡ مبتدئاً بالقيم 2 = رة و3 = رط 

e 


س (3): ١أ‏ بين على الرسم المرفق ما إذا كانت طريقة النقطة الشابتة 


(۸) = , ,× تؤدي (أو لا تؤدي) إلى تقارب نحو أحد جذري 
المعادلة (×)ع = » بالقيمة ,× المبينة . 


«ب» استخدم طريقة نيوتن لحساب الجذر التربيعي ۷5 مہندناً 
بالقيمة 2 = ,× وحساب دورة واحدة فقط . 

«ح» أكتب البرنامج الفرعي (۸) idl FUNCTION SROOT‏ 
بحسب الجذر التربيعي للعدد اموجب ۸. في حالة ۸ سالبة 
فإنه بطبع إنذارً بذلك ويتوتف. استعمل طريقة نيوتن ع 
أخذ ۸/2 = × والتوقف عندما: 


| - A| < 0.000001 


افص اثاني 


حل معادلات ذات اکر من مجهول 
Solution of Equations‏ 
of Several Variables‏ 


1 مقدمة 


إذا كانت الطرق العددية ضرورية لكثير من المعادلات ذات المجهول 


الواحدء فإنها أكثر أهمية وضرورة إذا زاد عدد المجاهيل عن ذلك. نبدأ أولا 
با مثال البسيط التالي : 


مثال (1.1) : 
أوجد حل المعادلتين الآتيتين : 


f)», y( = × - ر‎ =0 
E(x y) = y” x =0 


امحل في هذه الحالة بسيط حيث من المعادلة الأول يكن وضع ”× = لإ 
وبالتالي تعويضاً في المعادلة الثانية فإن 0 = × - “»ء أي أن الحل هو النقطتان : 


J=0,x=0 gy x=1,y=1 
.)1-1( ويكن تشيل المعادلتين بالرسم كا في شكل‎ 


e 


en 


شکل (1.1) 
لاحظ أن الجذور المطلوبة وهي في هذه الحالة (0,0) ,(1,1) هي نقطتا تقاطع 
المنحنيين . 


مثال (1.2) : 
اكتب الصورة العامة للمعادلات الخطية الآنية : 


(1.1) 


n1 1 2X +... +a x —b 8‏ 
>= 
8 العاملات وا الثوابت و × کک 
ا و أيفا عند الاك إا مرها السار 
وهي اي 


المتغغيرات الجهولة 


عددها ٩‏ 
ر 56 


ar 4ٍ ain 
3, وة د3‎ 
(1.2) A= 
nl 9 n 
: والمتجهين‎ 
[ b, x 
b, x 
(1.3) B=) .. X= | 
| ت‎ * 
: فإن نظام المعادلات (1.1) يمكن كتابته على الشكل‎ 
(1.4) AX -B =0 


وهذا النظام - كما هو معلوم في دراسة الجبر الخطي - له حل واحد إذا كانت 
محددة المصفوفة ۸ لا تساوي صفراً. 
وإذا عرفنا الدالة ۴ بأنہا: 


)1.5( F(X) = AX - B 


فإن النظام (1.1) يكن كتابته عل النحو0 = (×)۴ كا هو الحال في 
العادلات ذات المجهول الواحد. إلا أنه يجب ملاحظة أن هذا الشكل ليس 
مکنا في کثیر من الأحيان وبالذات إذا كانت المعادلات غير خطية . 


22 طريقة جاكوي Jacobi Method‏ 
في هذه الطريقة نستعمل طريقة النقطة الثابتة وذلك بتحويل نظام المعادلات 
ا 


۵ (٭)۴ إلى الشکل : 


2.1 X = G(X) 


تم حساب المتجهات × 0 0ں 


بر متحه بتدائی × یٹ 
G(x)‏ 0 )2.2( 
وحیث الدليل الفوقي k‏ يعي المتحه عند الدورة ا 
وبالتحدید إذا كانت (×)۴ هي الدالة الخطية (1.5) فإن ٠‏ 
G(x) = D7 [B = (A = DP) X]‏ )2.3 
حيث 0 هي المصفوفة القطرية : 
0 ... 0 | 
Bg e 0‏ 0 
D =‏ )2.4( 
Û O0 4: A‏ 


ومعكوسها ' 2 هو أيضاً مصفوفة قطرية . لاحظ أن التعريف (2.3) مجعل 
(2.1) مكافئة للنظام 8 = ×4. وذلك لأن (2.1) تعني في هذه الحالة أن: 


×, = ,ط)‎ ¬ a × ¬ و4‎ × 7 ۰ 7 x) a, 


٣ ۰۰۰ ” x,)/ a»‏ و× ور ۔ × ر ¬ رط) = ر× 
(2.5( 
مھا (1-و* 4-1 ¬ ۰۰۰ ¬ × ۹ ¬ × a‏ ¬ 6( = × 
أو بصورة أخرى فإن (2.1) تكافىء: 
)2.6( 
a‏ / 1 ز۹ 2 5 [ 7 
jimi‏ 


NE eos »2 »1 = ¡ حیٹ‎ 


مثال (2.1) : 
حل المعادلات التالية بطريقة جاكو : 


إبدا بالقيم الابتدائية : 


أحسب 3 دورات وقارن با لحل الصحيح : 


3 /(ر× - 5) = ,× 
)× + ,× - 6 -) = ر× 


5 ر2 - 1 ۔) = × 


وني الدورة الأولى نحصل عل : 
93 = 3× - 5 ے × 
5 9 )۷ + × - 6 ے 0ے 
x = )- 1-25 > 6‏ 


ء نحصل في الدورة الثانية على : 


×2 = )5 - x3 = 1.6667 

x x)/ (=4) = 1.9833 

2 =) 1-5 = - 0.8 
g9 


2 
+ )× - 6 ۔) ے 2 


وي الدورة الثالغة : وبالاإامکاں الان كتا بزنامج فورتران هده ال طريقة مستعملين المعادلات ف 
55 | - مال (1) وال شتہا تعرقف لدالهة التالية 
FUNCTION G (1. X.N) Xx Ti‏ 
DIMENSION X(N)‏ 
IF (1. EQ. 1)6 = (S > X (2)۷3 8 i GOR‏ 
IF (l. EQ. 2)6 = (>6 > X (1) + XG) (=4)‏ 


IF (1. EQ. 3)G = (>1 = 2° × )2(۷ > 5‏ 
ال آنا نشترب شيا فشينا مى احا الصحب RETURN‏ 
ومن الواضح END - E EE ٠‏ 
x =|‏ 
: وحيتث إن اخيلة ۰ تتتلزم خاب آکے عنصر فی متحه ۴ ز نکتی 
2 
3 1 
دهع العرغي الال 
1 ڪڪ 


تا لعادلات (×)6 = × ف ت ارزمية )1 SUBROUTINE MAXIM (E. N.‏ 
والآن يكن تحديد طريقة جاكوبي لحلل المعادلات (×) ا DIMENSION E (N)‏ 
التالية : 0 
DO 101 = 1.N r‏ 
1- حدد المعطيات : (×)6 (وهي عدد ١‏ من الدوال في ۸ متعي E AE‏ 
الاعلل للدورات 1 

و (رقم التسامح) و ×ة" (الحد الأعلى للدورات) CONTINUE‏ 5 

a END : ا‎ E , (المتجه الابتدائي)‎ Rs 
د يمک برتامج فرعي لطريقة جاكوي كالاآتي . لاحظ أن القيم‎ 8 
2 OTE 
هو متجە‎ X×NEW کاک ی ا في الرنامج الرئيسي وأن‎ 
x" = G(X 


2- نفذ الخطوات التالية من 1 = أ¡ إلى ×ةص = أ 


8 اجسب ™ 


NEW. 1I. E) 
: أحسب )۲ أكبر عنصر رفي القيمة المطلقة) للمتجه‎ ۳ 


SUBROUTINE JACOBI (X,. G. N.EPS. MAX. X 

DIMENSION X(N). XNEW(N), EN) 

DO 100 I = 1, MAX 

DO 10J =1,N E = x _ x® 
10 XNEW (J) = G (J,X, N) 

DO201 =1,N 
20 E(J) = XNEW (J) ¬ X0) t= max |x» × 

CALL MAXIM (E, N,T) 0<j<n j j 

IF (T. LT. EPS) RETURN 

DO 30J =1,N EE 
30 x(J) = XNEW (J) . إذا كانت ء > ۲ فاطبع × وتوقف‎ 5 
100 CONTINUE 

RETURN 

END 

7- ارجع إلى الحطوة (). 


ی أن 


)1( 
چ استبدل قيمة × بالمتجه .×X‏ 


23 طريقة جاوس - يدل (Gauss-Seidel Method)‏ 
حل المعادلات التالية والتي عددها ۸: 
XxX, = 8, (Xo Kgs <-9 x)‏ 


(Xs Kgs o-9 x)‏ ر8 = ر× 


)3.1( 
X4 = 8, (X5 Xz» °9 Xa)‏ 
نستعمل في طريقة جاوس - سيدل التتابع التالي: 
a E‏ 
کی ا ا و 
e .( RR (k+1) 1 ×‏ 
أو بصورة عامة : 
+ )3.2( 
> ر ,ر = 


جاوس - سیدل 

حیث ¡ من 1 إلى ۳. EE a e‏ 
وره 
أن في الدورة 1 نستعمل في طريقة جاكوں فيم ا 
فقط» بين نستعما في طريقة جاوس - سيدل آخر قيمة تم 


چ (2.5 فاك 
فی حالة أن ,ع دوال خسطيةى آي أن نظام المعادلات على الصورة ( 
(3.2) يكن وضعها على الصورة: 
1 0 2 


a,‏ کا ا 


اسز 
زز 1+iدj‏ 1 


مثال (3.1) : 


حل العادلات النطية الآتية في الخال (2.1) بطريقة حاوس - سيدل» 


مبتدئا بنفس القيم الابتدائية مع حساب 3 دورات فقط. 


كما في طريقة جاكوبي» نضع المعادلات أولاً على الصورة: 
3 × - 5) = ,× 
(4 -) /(ر× + x = (7 6 ¬ xX,‏ 


5 /(ر× 2 - 1 -) = × 
وابتداء من 1 = × = × = × نحصل في الدورة الأولى على : 
3 = 3 /( × - 5) ے 9 


x» =) = x + x)/ (- 4) = 1.5832 


2x (/ 5 = - 2‏ - 1 ۔) ے ( 
وبالطريقة نفسها نحصل في الدورة الثانية على : 


2 = )5 - × (/ 3 = 9 


x0 = )- 6 - × + x (/ (= 4( = 6 


6 = = 5 /( 2×47 - 1 -) = 7× 
وفي الدورة الثالة : 


x = 0.981 
8 = 27 


3 == = ر ی 


ومقارنة بالحل الصحيح : 


نجد أن طريقة جاوس - سيدل قد أعطت في هذا الممال نتا 


ج أفضل من 
القيمة × في الدورة (1+)) وهي | 


ننا نستعمل في طريقة جاوس - سيدل 
قرب إلى الحل الصحيح من “*. 

نلاحظ أن الخطوات التي تحدد طريقة جاوس - سيدل هى نفسها المستعملة 
ي طريقة جاكويي مع اختلاف الحطوة رقم (3) حيث لا بد هنا من استعال 
(3.2). وتتضح هذه الخطوات في البرنامج التالي الذي يستعمل الدالة نفسها 6 
المعرفة في البرنامج السابق لطريقة جاكوي. 


SUBROUTINE GSM (X, G, N, EPS, MAX, XNEW, 1, E) 
DIMENSION X (N), XNEW (N), E (N) 
DO 100 1 = 1, MAX 
DO10J=1,N 

10 XNEW (J) = G (J, XNEW, N) 
DO20J=1,N 

20 E(J) = XNEW (J) - X (J) 
CALL MAXIM (E, N, T) 
IF (T. LT. EPS) RETURN 
DO30J=1,N 

30 X(J) = XNEW (J) 

100 CONTINUE 
RETURN 
END 


4 شروط كافية لتقارب طريفة جاكوي وطريقة جاوس - سيد , 
تعتبر الطريقتان المذكورتان من الطرق التتابعية (ء۷ناة٠|)‏ وذلك تمييزا ها 

عن الطرق المباشرة (1086اء« 1١ءنة)‏ . وتتاز الطرق التابعية بأنها صالحة لحل 

المعادلات الخطية وغير الخطية على حد سواء» وهذه ميزة مهمة جدا حيث إن 


أكثر المعادلات التي تواجه العلماء والمهندسين عادة ما تكون غير حطية. 
تبقی المشكلة التي تواجه الطرق التتابعية وھی عدم 


ولکن 


و ضمان التقارب إلى الحل 
الصحيح إلا في حالات معينة . ولدراسة هذه الحالات. نبداً بمتسلسلة تايلور 
لدالة ذات أكثر من متغير واحد حول نقطة الحل (× ,... × ») , 
e 6 x) = 8£ (Xp Kas os ×)‏ ,®( 4 
Ei (0 Qi (K)‏ 
Ogi FA gg r x)‏ چ +A x‏ 
Ax, 8 (Xx, Xa, 0)‏ + ...+ 


حيث څ هي قيم مجهولة تقع بين ,× و ن وحیٹ: 


شل مقدار الخطأ في التقدير × . 
إا اسنلا ری چ ری یا رمن ل 
(AB) Ax"‏ $ 1+ 
x =k, + >| 3%; ) 4%‏ 42 
حيث يقيّم التفاذ الى ند النة اة k)‏ 8 
A‏ صل الجزئي عند النقطة (× ,... , E‏ *). والآن إذا 
A |< <1‏ |$ 
| ته = o‏ )43 
في نطاق ب نقطة 
> ك جحتوي على نقطة الحل والنقط التقريبيةء فإنه من (4.2) يتتج أن: 
۸x” | 5 o; max; |‏ | 


(4.4) 

ا أكبر قيمة تأخذه 2ر لجميم قيم أ (من 1 إلى ه). إذا 
. من 0 = م إلى ۳ = k‏ نحصل عل : 

o" max, |2|‏ < |47| )ک4 


وحيث إن ت تم افتراضها بأنها أقل من الماحد فان 


0ھ" 


كلما زادت قيمة ”. وبالتالي فإن الخطاً ٠ن‏ يزيل إن الصف ىر 
ررب , روحدٹ 

التقارب المطلوب . 
لاحظ أن شرط التقارب (4.3) قد يكون صعب التحقيي مر الناحة الىز 
وذلك لاشتراط صحته ف نطاف خحتوي على حميه النقط التقريبية ونقطة الحا 


ولكن النتيجة التي تحصلنا عليها مفيدة جدا في حد داعا كما سيتضد فيا بعد 
أول تطبیق ل النتيحة هو حل امغاولا ت حصبة بطر بقة ح کر حیث 


n 
(4 ر4‎ E ER . x, = [> 2 a,x a, 


aR, 


1 


ومنہا نحصل على : 


08 _ aij 
Xj Aii 
: وبالتالي‎ 
= 3 8i 5 2 
ا‎ 8 1 


إذن يتحقتق التقارب نحو الحل إذا تحققت الحالة : 


3 (4.5( 
la.‏ < اھا 2 1 
e ِ‏ القطرية أكبر من حيث القيمة المطلقة من مج ل 

وي اتن ان :اعد ص ر بأنہا ذات قطر ساند 


العناصر ف الصف نقسه» 8 
Diagonally dominant matrix‏ . الشرط (5. 
سيدل» أي أن هذه الطريقة تحقق التقارب : 
الشرط . إلا أن إثبات ذلك تلف بعض الشيء عن 
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مثال (4.1) : 


بين أن طريقة جاكوبي أو طريقة جاوس - سيدل تحقق التقارب عند حل 
المعادلات التالية : 


5%, + x ¬ 2x, =1 
Xx, 7 4X +X = ¬1 
2x, ¬ ×, + 6%, = 8 


ا۹ا + ار,ھ| = ۱-2 + 1| < 5 = اھا 
اریة| + رة = |1| + |1| < 4 = اھا 
ادوا + اھا = [1-| + ۱2 < 6 = ارہھا 
وهو الشرط الكافي لتحقيى التقارب في كلتا الطريقتين . 
ملاحظة : 


حيث إن ترتيب المعادلات لا يؤثر على الحل الصحيح لمذه المعادلاتء فمن 
الأافضل ترتيب هذه المعادلات بحيث يكون المعامل القطري أكبر ما يكن من 
حيث القيمة المطلقة ‏ وذلك لغرض إحداث التقارب. 


مثال (4.2) : 
رتب المعادلات التالية بطريقة مناسبة لطريقة جاكوبي أو جاوس - سيدل: 


Xx ¬ 3x + x =4 
Xx, + 2x, + Sx, = - 7 


2x, + x =3 


هذه المعادلات يجب ترتيبها على النحو التالي : 


E 
= 3 


x, + ر×2‎ + 5× = 3 


مثال (4.3) : 
اكتب الصيغة المناسبة لحل المعادلتين التاليتين بعلريقة حاكوبي: 


2 
Xx +y=5 


y+ x =1 


a .‏ 1 ا 2 ا 
هاتان المعادلتان ها حلان حقيقيان» وشحن الحصول على فيم بار مما 
ت 2 
من الرسم كما في شكل ( 


واضح من الرسم أن نقطتي الحل هما تقريباً (2 ,2-) ,(2- ,2-). لو 
وضعنا: 


x= ,ع‎ (Y> x= 1Y 


y= لجل‎ = 5 - × 


: فإن‎ 
1 _ 81 
û ر‎ 
82 82 
E 


إذن فعند النقطة (2,2-) نجد أن: 
81 
=| + 8 
2 0 
=| # #1 
والقيم نفسها عند النقطة (2- ,2-). وهذا يعني أن الشرط الكافي اماز 
(4.3) لا يتحقق» وعلينا إذن تغيير الدالتين ,ع وع لتحقيق التقارب. إذا 
أخذنا: 
(x,y) = - ۷ 5-y‏ ,8 
(x,y) = ۷ 1-x‏ ر8 


فإن هاتين الدالتين هما النقطة الثابتة نفسها وهي تقريباً (2 ,2-). نلاحظ 1 
الآن أن: 


“رر ی 4 و a‏ 


0= ,»- ج 


وبالتالي فعند النقطة (2 ,2-) نجد أن: 


زاھ کے ےا کف 8ı‏ 
E | 8 | ûy 2۷3‏ 
1 شض 082 082 

| 0x | ^ ay | 2V3 < 


وطبعاً هذا لا يعني أن شرط التقارب قد تحقق لأننا حققنا هذه المباينة عند 
نقطة واحدة فقط بينم بجحب تحقيقها في منطقة تحتوي على الجحل وعلى النقطة 
الابتدائية . ولكن لقرب النقطة (2 ,2-) من الحل الصحيح» فإنما لو أخذت 
كنقطة ابتدائية» هناك احتمال كبر لتحقيق التقارب . 


تمارین )1( 


1- سس ارح ن المعادلتين الآتيتين ه) حلان: 
x -y =1‏ 
2- = ”ر x»‏ 
وأوجد من الرسم القيم التقريبية هذين الحلين . 
2 إذا کان عمر ث شخص × مضافا إلى مربع عمر شخص 
وکان مربع عمر × مضافً إلى عمر لا هو 645 فأوجد 
منا. 
3 حل المعادلات التالية بطريقة جاكوي : 


آخر و يساوي 425 
بالرسم عمر کل 


10 + ب‎ + × + × 3 
Xı + 10x 
10 XxX + XxX = 11 


*1 > x + 10x, — x= 9 


ابتداء من : 


وحساب 3 دورات فقط . 


أکتب الرنامج الفرعي (۸ ,× ,6)1 لوصف الدالة (K1 Xa» X3» Xx‏ ,8 ف 
رين (3). 
أكتب البرنامج الفرعي (8 ,4 ,× ,× ,1) 6 لوصف الدالة : 
n‏ 
Bj (X1 X2, <, Xa) = (Di = 2, 4j Xj) aii‏ 
j=1‏ 
واستعمل هذه الدالة لكتابة برنامج فرعي لحل المعادلات الخطية 
8= ×۸ في × مجهول بطريقة جاكوبي. 
حل المعادلات في تمرين (3) بطريقة جاوس - سيدل. 
أكتب البرنامج المطلوب ني تمرين (5) بطريقة حاوس - سيدل. 
ان أن حل المعادلات في تمرين (1) يناظر النقاط الثابتة للدوال: 
)x,۷( =X -1‏ رع ,2 - ۷ = )k,۷(‏ ,£ 
«ب» ين أن طريقة جاكوبي باستخدام هاتين الدالتين لا تؤدي إلى الحل. 
«حه ب أن استخدام الدوال التالية : 
gE, (xy) = V Ty, gy (x,y) = V x+2‏ 
في طريقة جاكوبي يؤدي إلى الحل الموجب إذا كانت نقطة البداية قريبة 
من هذا الحل. (أي الحل الذي يقع في المنطقة 0 < »,0 < ل). 


دنب العادلات التالية بطريقة مناسبة لاستخدام طريقة جاكوبي وجاوس - 
سیدل : 


¥ ¬ Sx, + xg ¬ xX, =1 
X + X ¬ Xş + 6X, =2 
e e 

2x, + x + 10x, + 2x, = 3 


RG (A. 8. N.C. ( أكتب البرنامح الفرعي‎ 10 


gil SUBROUTINE RFA 
حتی یکون التقارب‎ Cx = 0 يقوم بترتيب المعادلات 8 = ×۸ وتصح‎ 
ف طريقة جاكوبي أو جاوس - سیدل اکٹ احتما‎ 


افصل اثا 


11- استعمل البرنامج الفرعي في تمرين (10) في برنامج رئيسي لحل المعادلات 


حل المعادلات الخطية بالطرق المباشرة 

الخطية 8 = ۸. افترض أن 10 = ١‏ وأن المعاملات تنم قراء ماني 

Solution of Linear Equations bY . البرنامج‎ 
Direct Methods 


تعتبر الطرق التتابعية وسيلة ضرورية لحل المعادلات غير الخطية» ولكن إذا 
کانت هذه المعادلات خطية فلدينا الاختيار بين استعمال هذه الطرق التتابعية أو 
الطرق الرياضية المباشرة المستعملة في الجبر الخطيء في هذا الفصل نناقش مزايا 
وعيوب هذا النوع من الطرق. 
3.1 طريقة الحذف لجاوس 


لتوضيح هذه الطريقة» ندرس الحالة 4 = م 


(أي ار بع معادلات وأربعة 
مجاهيل) وهي : 
X3 + 4,4 X4 7 b,‏ و4 + 312*2 ۳ a, X,‏ 
ر٥‏ = ڕ× 


4 * × ور ٣‏ × ور + × رھ 


= b 
«4. مو۵ + × رھ‎ × ٣ وو‎ × ۸ 4 ۶ 
= b, 
X1 + a × + و‎ × ۴ 44 4 
الخطوة‎ 
رالرابعة.‎ 1 


34 
الأرلى ني ا لحل هي التحلص من × في المعادلة الثانية والثالفة 
نضرب ولا المعادلة الأولى را حیث: 


a: 0 :‏ 
۱ 9 ج دي 2 


)1( ت 0 )0( )0( 
ر = 4× ,ر + ,× +a‏ ر3 
| 

a + ta 

2 و 

j= 2,3,4 

() _ 
bر‎ = bر‎ + bı b, 


وبضرب المعادلة الأولى في : 


a31 
کے ع‎ 
31 a11 


وإضافة الناتج للمعادلة الثالثة نحصل على : 


0» ( mM _ «DD 
و4 + × و3‎ × ٣ ×xڕ‎ = 


حیث : 


MM _ 
۵ > زو‎ + t1 
و‎ 


 _ 
وط‎ = by + tı Ù, 


وبنفس الطريقة يكن الحصول على المعادلة : 


ى _ ,® 0 
ہا = پ× 3 + و× م + × م 


حیث : 


@ 
ز3 رمأ * ر = ي 


(1.3) 


(1.4) 


(1.5) 


(1.6) 


(1.7) 


(1.8) 


(1.9) 


(1.10) 


(1.11) 


كن التخلص من ر× في المعادلة الثالة 


(MD _ 
(1.12) bP = b, + tq, P, 


a41 


)1.13( کا‎ r 
: إذن للتخلص من ,× ف المعادلة الثانية والثالثة والرابعة نجري التحويل‎ 


Ah 
a, = aij + ز۹ ر‎ 


(1.14) 
bi 5 bı 8 ti1 bı 


(1.15) 
جیف: 


ij = 2,3,4 


a a t2 1 
i 


)1.16( 
و + = ی a‏ 


حیٹ : 
(بافتراض #0 a‏ 
)1( 


ai2 
2 


( 


2 a21 


1.18) 
i, ث‎ 3, 4 


وأخیراء زی 0 
نتخلص من × في المعادلة بال 
د* في المعادلة الرابعة بالتحویل : 


2 + t4 
0) 4 34 
a 2 ` 4 


ف 1.19 
وړا + p= b2‏ کن 
حیٹ : 
a 2 0 ۶ 0(‏ 
ووه ٣٣ا‏ )1.21( 
35 


وبذلك نكون قد حولنا نظام المعادلات )1.١(‏ إلى الصورة المخلثية 0٣n‏ ولعم : 


4, ×, ۳ 42 × ۳ و3‎ × ٣ ۹4 ا‎ b, 


1 »( 0( 0 
b} 1‏ وک پوك Xx F‏ پر3 ۳ × رر 


2 2) (2) 27 
(22) پ4‎ × ۴ 4 × = b, 


0) 3) 
۹ پ٭‎ = b, 


وهو نظام سهل ا لحل بطريقة التعويض إلى |Èخلف cback-substitution‏ ي: 


× = b™/a 
1. = [2 - چ‎ 
(1.23) ]کک‎ = ax / 
و‎ [by . و ب‎ . a x4] / a 
TOD 0 
x, = [b, ۹ ت و× و4 ¬ ر×‎ a x,]/ a 
KE OS EAs 
٠ 2 مع ملاحظة أننا قد افترضنا أ "ه لا تساوي صفرا حيث‎ 
واعتبار:‎ 
(1.24) 


@ _ (0) 
۹ = وة‎ b, ا‎ b. 


n +‏ معادلةء کا 
2 َة لنظا معادلات من 
والآن نحاول تعمیم الخطوات السابقه ٣‏ 
يلي : 
1_ نقذ الخطوة (2) من .k=n-1 dِإ k=1‏ 
2- من i=k+1‏ إلى =n‏ ومن J¬=n dإ j=k+1‏ 


(1.25) : ا حسب‎ 
5 ے‎ «&-» 
(1.26) ز“ ت‎ ik  y 
0 _ م‎ -D)  «- 
Dj =b +t b 


ا ۰ 


حیث : 


(k=), (k-1) 
4 


)1.27( tik 4 ik 2 kk 


وعلى افتراض أن 40 ي4 
3 أوجد الحل بطريقة التعويض إلى الخلف» أي أحسب: 
(n-1) (n=l)‏ 


)1.28( x=b, la, 


ثم من 1 - ١‏ = 1 إلى 1 = ا أحسب: 
û-0 (i-1)‏ 
a, x].‏ 


مثال (1.1) : 
حل المعادلات التالية بطريقة الحذف لجاوس . 


(1.29) x= [b1 - 2> 


j=i+1 


2x, + ر×‎ = × = 5 
x + 2x, + 4x = 10 
5×, + و× ¬ ر×4‎ = 4 


ولا یږ : 
من ,× في المعادلة الشانية وذلك بضرب المعادلة الأولى 


حیث 


في ړا 
5 - = 1/2 - = را 
وإضافة الناتج للمعادلة الثانية لينتج : 
5 = و× 4.5 + ,× 1.5 
دبثغس الطريقة نتخلص من ,× في المعادلة الثالئة حيث: 


وینتع : 5 - = 5/2 - = رپا 


1.5 ×, + 1.5 × = 15 


والآن نتخلص من ر× في المعادلة الأخيرة وذلك بضرب المعادلة الثانية 
(الجديدة) في: 
1 - = 1.5/1.5 - = 


وإضافتها للمعادلة الثالثة لينتج 


جوا 


6 - چو ب 
إذن يتحول نظام المعادلات إلى الصورة المثلثية التالية : 
5 = × = ر× ۴ ×2 
1.5x, + 4.5 × = 5‏ 
6 ¬ = ×3 - 
والحل الآن مباشر بطريقة التعويض إلى الحلف حيث : 
Xx =2‏ 
1 - = 2(4.5([/1.5 - 7.5[ = 


=] ¬ (-1( + 2/2 = 4 


ملاحظة : 
عادة ما نكتب الحل باستعمال الملصفوفات عل اللحو التالي (بالنسبه 
السابق): 
2 
27 

: : : 2 1 -1 § 

E4 ج‎ 0 1.5 45 7.5 

4 0 1.5 15 1.5 


* ی 


عملية الارتكاز ع٣‏ ا۴۷0 


لقد تجنبنا حتى الآن التعرض للسؤال: ماذا لو کانت 0= ۳ ؟ مشلا: 
ماذا لو كانت ,هة في البداية تساوي صفراً؟ وحيث إن ترتيب المعادلات لا يؤثر 

على الحل» فبالامکان تجتّب هذه المشكلة باستبدال المعادلة الأولى بمعادلة أخحرى 
ولتكن المعادلة رقم " بحيث ,ةه لا يساوي صفراء أو بطريقة أفضل نبحث 
عن المعادلة " التي فيها ة أكبر من ,4 لجحميع قيم ذ من 1 إلى .١‏ هذه 
العملية تجنبنا القسمة على الصفر إلى جانب التقليل من الخطأ الناتج عن 
التقريب» وتسمى هذه العملية بالارتكاز نا۴۷ كا يسمى العنصر “ 2 
عامل الارتكاز ۲١ء”ءاء‏ ۴1۷0 . إذن بصورة عامة» فإن عملية الارتكاز هي 
إيجاد أكبر عنصر من حيث القيمة الطلقة في العمود" “ه ابعداء من = 1 إلى 
۸ = 1 واستبدال الصف الذي يقع فيه هذا العنصر بالصف )= 1. ما إذا کان 
هذا العنصر الأكر هو أيضاً يساوئ, صقرا فذلك يعني أن المحددة تساوي صفراً 
وليس هناك حل وحید. 


الآن ز 8 f‏ 
و < نعيد خوارزمية الحدف جاوس بصورة أكثر دقة: 


1 حدد المعطيات : _ المصفوفة ۸ ذات أبعاد " × و 
- المتجه الثابت 8 ويتكون من ١‏ عنصر 
E۴5 -‏ (رقم صغیر موجب لقیاس عامل الارتکان) 
2 اة 
ابتداءٌ من 1= إلى 1- =« نفذ الخطوات () ,(4). 
3 و a‏ 
قم بعملية الارتكاز والاستبدال. إذا کان عامل الارتکاز صغيراً توقف. 
من 1 + ۴ = إلى م = 1 وكذلك من 1 + ) = ز إلى ”= ز أوجد: 
ty = ¬ a | Ak‏ 
ik Aj‏ * 4 ت a‏ 
b,  b, * tı, P,‏ 
حت السهم س يعني عملية «إحلال عل» . 
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ك قم بعملية التعويض إلى الخلف كما في (1.28) و(1.29) لإمجاد الححل 


المطلوب . 


لتحويل هذه الخطوات لبنامج فورتران نبدا ولا بكتابة برنامج فرعي لعملية 
الارتكاز حيث يتم إبجاد أكر عنصر أسفل العنصر الققطري 1 واستبدال 


الصفين × ,1 حيث »,ه هو العنصر الأكر قيمة مطلقة أسفل 1 . 


SUBROUTINE PIVOT (A, B,N,K, L) 
DIMENSION A (N, N), B(N) 

KI =K +1 

L=K 

BIG = A (K. K) 

DO 101 = KI1,N 

IF (ABS (A(I, K)) — ABS (BIG)) 10, 10, 20 


BIG = A (I, K) 
L=[ 
CONTINUE 


IF (L. EQ. K) RETURN 
DO30J = KN 
TEMP = A (K, J) 
A(K.J) = A(L, J) 
A (L. J) = TEMP 
CONTINUE 
TEMP = B(K) 
B(K)= B(L) 

B(L) = TEMP 
RETURN 
END 


20 


SUBROUTINE BKSUB (A, B, N, X) 

DIMENSION A (N, N), B(N), X(N) 

X(N) = B(N)/ A(N, N) 

DO101 =2,N 

J=N-1+1 

SUM =0 

J1=J+1 

DO20K = J1.N 

SUM = SUM + A(J, K) * X (K) 
20 CONTINUE 

X(J) = (B(J) — SUM) / A (J, J) 
10 CONTINUE 

RETURN 

END 


والآن نستعمل البرنامجين في البرنامج الفرعي التالي لحل معادلات عددها 
بطريقة الحذف لحاوس . في حالة أن المعادلات ليس ها حل وحيد فإن 


الرنامج يتوقف مع ع وضع المتغر 1۴1۸6 يساوي ضرا : 


SUBROUTINE GEM (A, B, N, X, EPS, IFLAG) 
DIMENSION A(N, N), B(N), X(N) 

IFLAG = 0 

NI=N-1 

DO 100 k = 1, N1 

CALL PIVOT (A, B, N, K, L) 

IF (ABS (A(K, K)). LT. EPS) RETURN 

K1 =K+1 

DO 1001 = K1,N 

T= - A (lI, k)/ A (k, k) 


DO20J = K1,N 
20 A (1, J) = A (1, J) + T* A (K, J) 
B(I) = B(I) + T* B (Kk) 
100 CONTINUE 


IF (ABS (A(N. N)). LT. EPS) RETURN 
CALL BKSUB (A, B, N, X) 

IFLAG =1 

RETURN 

END 


Determinants ٽlıدحll حساب‎ 2.2 


بالإمكان استعمال طريقة الحذف لجاوس لاإيجاد قيمة محددة مصفوفة مربعة 
(أي تتكون من "١‏ صف و ١‏ عمود) وذلك على النحو التالي : 


1- تويل المصفوفة الى مصفوفة مثلثية مع ملاحظة أن إشارة المحددة تتغير 
کل استبدلنا صفین . 


2 إمجاد قيمة المحددة من حاصل ضرب العناصر القطرية للمصفوفة المثلثية . 


مثال (2.1) : 


أوجد محددة المصفوفة 
مع استعال عملية الارتكاز 


2 
1 4 1 1 
det | ك‎ e 0 

1 4 1 1 4 1 
det | 0 2 3 =- det 0 2 3 
L0 -5 26 0 0 256 


و1 - = (2.25 (42- ” 


الصو فة 4 ذات 
1 جال لحساب DET‏ عددة 
والآن نقوم بكتابة البرنامج التالي ٠‏ 
الأبعاد N × N‏ 
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SUBROUTINE DETRM (A. N. DET, EPS) 
DIMENSION A (N, N) 

NI=N-1 

SIGN =1 

DO60K =1,N1 

CALL PIVOTD (A, N, K, M) 

IF (K. NE. M) SIGN = SIGN * (-1) 
IF (ABS (A(K. K)). GT. EPS) GO TO 10 
DET = 0 

RETURN 

K1 =K+1 

DO 501 = K1,N 

T= -A(l, K)/A(K,K) 

DO 40J = K1,N 

A (l, J) = A(I, J) + T* A (K, J) 
CONTINUE 

CONTINUE 

CONTINUE 

DET =1 

DO71=1,N 

DET = DET * A (I, D) 

CONTINUE 

DET = DET * SIGN 

RETURN 

END 
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S88ëè 


لاحظ أن هذا الرنامج الذي يحسب المحددة 0٤۲‏ يتاج إلى برنامج فرعي 
وهو مشابه للبرنامج الفرعي ۶1۷0١‏ مع الاختلاف الوحيد في عدم 
وجود المتجه B‏ حیٹ لا لزوم له في PIVOTD‏ . 


Cramer's Rule طري ڌر‎ 3.3 


n 


کآ_ 


و 


في هذه الطريقة» نتحصل على حل المعادلات 8 = ×4 من الصيغة: 


حمث € هي الصفوفة 4 مع وضع المتجه 8 لي العمود )من هذه 


= 1,2 


k 


det (C,) 


det (A) 


G.1) 


الصفوفة. إلا أن هذه الطريقة لا تستعمل عادة في حل المعادلات الخطية 
حاصة إذا زاد عدد المعادلات عن ثلاث» وذلك لأنها تتطلب حساب 1+ م 
محددة. وما كانت كل عغددة تتطلب قرا العمليات نفسها لحل المعادلات 
بطريقة الحذف» فإن ايجهود المبذول في طريقة كرامر يساوي تقرياً 1+« من 
المرات ذلك في طريقة الحذف لجاوس. 
4 حل عدة أنظمة من المعادلات ذات مصفوفة معاملات واحدة 

أحياناً قد نحتاج لحل عدة أنظمة خطية من المعادلات ذات مصفوفة 
معاملات واحدة. فمثلى قد نحتاج لحل النظامين: 


(4.1) AXÛ = B™, ax2 B2 


2 
ہس . 


11 x 
١ 12 
2 X2 , x9 ج‎ 6 
HE: o LL by 
B» 11 ی‎ ٣ ۹ 
B” = 
رر‎ 
a NM ل‎ 1 b 
ییلام واحد وهو 8= 4 ا‎ 1 n 
.1( كتابة‎ ¿ 4 
a زاو حظ انه بالإمکان كتابة (4.1) : ر‎ 
1n ۳ 
a 1 *2 Db. b 
2 a 
2n ×21 × 8 b 
21 22 
a ۹ a ك‎ 
nn XxX XxX 
n1 X2 b b 
nl n2 
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بصورة عامة فإن النظام 8 = ×۸ حيث 4 هي ×١‏ والمصفوفات × ,8 هى 
Am‏ (أي تحتوي على ١‏ صف و" عمود) يمثل "× معادلة. لاحظ أن 
1 = " تمثل النظام الواحد الذي سبقت دراسته. 

بالإمكان تطبيق طريقة الحذف لحاوس بنفس الخطوات لالة النظام الواحد 


(1 = ۳) وذلك بتحويل (4.2) إلى نظام مثلشي ثم اتباع طريقة التعويض إلى 
الخلف. 


3.5 معکوس المصفو (Inverse)‏ 
معكوس المصفوفة ۸ التكونة من ١‏ صف و ١‏ عمود هو المصفوفة × المتكونة 
أیضا من ۲ صف و ٩‏ عمود بحیٹ : 
AX =1‏ )5.1( 
حيث 1 هي مصفوفة الوحدة المتكونة هي أيضاً من " صف و" عمود وجيع 


e‏ أصفار ما عدا العناصر القطرية فهي تساوي الواحد الصحيح› آي 
ل 


من هذا اريت يكن حساب المعكوس وذلك بحل المعادلات (5.1) 
: ف لحاوس ثم استعمال التعويض إلى الخلف. لاحظ أنه عادة ما 
ازز للمعكوس بالرعر ١ء‏ وآئنه إذا مرا "۸ فبالإمكان عل المادلات 


بطريقة الحز 


AX z= B‏ و 
X=AB‏ (52) 
ن مزابا هذه الطريقة (أي ياد العکوس ثم الضرب في 8) أنه لو غيرنا في 


a 


الصفوفة 8 بحيث أصبحت ١‏ فإن الحل يبقى سهلً أي لحل © = ۸ نوجد: 


X=A cC 


تمارین )1( 


1 أن الة: 


1 -1 2 0 X1 -3 
0 1 2% 3 xX 9 
A 2 ج و‎ 3 
E 0 =4 =4 X4 _7 


واستعمل طريقة الحذف لحاوس لحل هذه المعادلات . استعمل 5 خانات 
في الحسابات وقارن الحل الذي تتحصل عليه با جحل الصحيح . 
2- أكتب البرنامج الرئيسي اللازم لحل المعادلات في تمرين (1) مستعملا 
البرنامج الفرعي ٤M‏ . 
د ة اللازمة 
3- تتبع البرنامج الفرعى G۷‏ واحسب عدد العمليات الحسابية اللاز 
لتنفيذ هذا البرنامج إذا كانت .N=10‏ عمم النتيجة لأي .١‏ 
AX = B alli a 2‏ 
4- (طريقة جاوس - جوردان) تستعمل هذه ر اا 
کا يلي : تستعمل المعادلة » للتخلص من × من جيع المعاد ت 
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(ولیس من المعادلات ۸+1 إلى ” كا في طريقة الحذف لجاوس) لنحصل 


على النظام 

a" 0 .. 0 د‎ 
1 

0 a 0 x ۳م‎ 

0 ... a xX b0 


وبهذا نستخني عن عملية التعويض إلى الخلف في. طريقة جاوس . 

0 استعمل طريقة جوردان لحل نظام المعادلات في رين «1». 
«ب» أكتب برنامجاً فرعياً هذه الطريقة لحل المعادلات 8 = ×ة. 
«ح» أكتب برناجاً فرعياً هذه الطريقة لحساب معكوس مصفوفة ۸. 


حل المعادلات في تمرين »1« بطريقة كرامر. أحسب عدد العمليات 
الحسابية اللازمة هذا الحل وقارنما بطريقة الحذف لجاوس . 


أكتب البرنامج الفرعي حل المعادلات 8 = × بطريقة كرامر مستعم 
البرنامج الفرعي ٤۲۸M‏ , 


أحسب عدد العمليات الحسابية اللا 


زمة لحل المعادلات 8 = جه حيث 
; جهان من × عنصر بطريقة كرامر. قارن العدد بتمرين (3). 
أكتب برنامجاً فر 


حل نظام المعادلات 8 = ۸ حيث 


اي A‏ مصفوفة 

a‏ وعمود» و× مصفوفة تتکون من د صف و عمود و8 
کک می 1 م وھ عرو وذلك بطريقة الحذف لحاوس . 
ستعمل الرنامج الفرعي 


في تمرين (8) في كتابة برتام و 
کون امشوق مربیة. فا ا و 


أ بطريقة الحذف لحاوس . 
ب - بطريقة جاوس - جوردان (انظر تمرين 4) . 
1۔ اکتب برنابجاً رفسي امل ات الات 0 و 
العلاقة : 
AXx%“* * ×‏ 
والمتجه الابتدائي : 


1 
1 
× _ 1 
1 


وحيث 4 المصفوفة في تمرين «10»» 

رلم مستعما الرنامج الفرعي ٤۷‏ . 3 
وب» مستعملا البرنامج الفرعي 1۷۴8 لإیجاد معکوس 

«ح» أي الطريقتين أفضل؟ 


2 _ إثبت العلاقة : 


0 1 
3 و3 2 a11 a,‏ 0 ¢ 
و4 32 11 هه هه 0 0 11 
وة ية ية ® 0 0 1 b1 a‏ 
وي3 يي ي3 
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ماذا تستنتج من هذه العلاقة؟ 


لاحظ أن البرنامج الفرعي BKSUB‏ يستعمل حل المعادلات 8 = )لا 
حيث لا مصفوفة مثلثية علوية (أي أن جميع عناصرها التي تحت القطر 
أصفار) . بطريقة مشابمة» أكتب البرنامج الفرعي المناظر لحل المعادلات 
8 = ×1 حيث 1 مصفوفة مثلثية سفلية (أي أن جميع عناصرها التي 
فوق القطر أصفار) . 


أكتب برنا جا فرعياً لحل المعادلات 8 = ×۸ حيث ل1 = ۸ 


والمصفوفتان لا ,1 مثلشيتان الأولى علوية والشانية سفلية (انظر تمرين 
8 استعمل الرنامجين الفرعيين في تمرين (13). 


أكتب برنامجين فرعيين. الأول لإيجاد معكوس مصفوفة مثلثية سفلية 1ء 

والثاني لإجاد معکوس مصفوفة مثلثية علوية لا واستعمل هذين 

الرنابجين ي إيجاد معكوس مصفوفة ۸ حيث ل1 = 4 (لاحظ أن: 
.(A' =U" L‏ 


7< افص الع 


الإستكمال 
interpolation‏ 


1 مقدمة 

في حياتنا اليوميةء نستخدم «الاستكال» بالبداهة دون أن نعرف ما هو. فإِذا 
كانت درجة الحرارة عند الساعة الثانية 7 وكانت عند الساعة الثالثة °29 فماذا 
نتوقع أن تكون درجة الحرارة عند الساعة الثانية والنصف؟ طبعاً الجواب °28. 
وذلك لأن درجة الحرارة تزداد كا يبدو معدل درجتين في الساعة وبالتالي تزداد 
درجة واحدة في زوف ساعة . ولكن ماذا عن درجة الحرارة عند الساعة الثانية 
وعشرين دقيقة مثلا؟ ذلك بحتاج إلى شيء من الحسابات وهذا هو موضوع هذا 


الفصل . 
2 الاستکمال الخطي (Linear Interpolation)‏ 


تسمى الدالة : 
)2.1( 


P(*) = a, + a, x + a, x + ... + a, x" 
أحياناً بالإسم كثيرة الحدود‎ 
)*( في حال 1 = ۵ ثل‎ 
ت طتان‎ 


بدالة متعددة الحدود اةا آ٥۸‏ راه (وتعرف 

وأحيانا بالحدودية) وتسمى 1 هنا بدرجة هذه الدالة. 

هندسياً خطاً مستقي. وكا هو معلوم» فإنه يكفي لتحديد خط مستا 
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ير بهاء ويسمى في هذه الحالة بخط الاستكمال حيث يكن ار تة 
(استكمال) نقطة ثالثة . ۰ ا 


مثال (2.1): 
أوجد خط الاستكال المار بالنقطتين 


(1,0) و (2,.301) . 


في هذه الحالة نفترض : 


p(x) = 3 8 a, x 
p(1) = a, + a, =0 
P(2) = a, + 2a, = 0.301 


إذن: 


وھا معادلتان خحطیتان ف مجهولين انين هما المعاملان «a,‏ 3 وحلهھ) هو: 
01. - = رھ 301. = a,‏ 
وبالتالي فإن: )1 - P(x) = .301 (x‏ 
ملاحظة : 
نلاحظ في الخال السابق أن: 
€og (1) = 0‏ 
301. = )2( €08 
د (۵86 في الفارة 
وبالتالي فإن (×)ص التي تعصلنا عليها هي تقريب للدالة (×)08) ك 
(1,2). فیا : مکنا تقریب (1.5)ڇ٥۲‏ من P)1.5(‏ کالآي: 
)1.5-1( 301. = )1.5( €08 
1505. = 
والقيمة الصحيحة هي : 
1761. = )€08(1.5 
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ويمكن توضيح ذلك بالرسم كا في الشكل (2.1). 


بصورة عامة فإن إيجاد خط الاستكال: 


p(x) = a, * a,* ٣ 
(xo Yo) <“ “r ر بالنقطتین: (ړر‎ 
: یتطلب حل النظام‎ 
1 × 


a, Yo 
a, Y1 
الاستکال الر‎ 2.3 


E 
(Quadratic Interpolation) +: 
هو عملية إبجاد متعددة الحدور د‎ 


من الدر۔ بجة الثانية (قطع مکایء): 
٤ 2‏ 
۳ و × p(x) = a, + a,x + a‏ 


(Kos Yo)» (X1 y( و‎ ۷ 2( 
کے‎ 


وجب أن تحقق ما يلي : 


_ِ 2 
P(xo = 4 ۴ ۹ Xx * 07 ¥0 
p(x,) = a, * a, X, + a, X= Y, 
2 
p(x) = a, + a, x * aر‎ Xر‎ = J, 
أو بصورة أخرى:‎ 
1 2 
Xo *o 3 ê 
1 5 
(3.1) e a, ت‎ Y1 
x x 
2 2 a Y2 


مثال (3.1) : 


أوجد متعددة الحدود التي تعر بالنقط : 


f(0) = 1, f(1) = 2, f(2) = 1 


نظام (3.1) 
نظراً لوجود ثلاث نقطء فإن درجة متعددة الحدود هي ٠2‏ النظام ( 


یعطی ق هذه الحالة : 
ã‏ 0 0 1 
0 
2 8 : 1 1 1 
ا 4 2 1 
2 


وبحل هذا النظام نخصل على : 
a = 1, a, = 2, a = -1‏ 
ي ان: 
P(x) = 1 + 2x — x2 1‏ 
لاحظ أن هذه الدالة تحقتى فعا النقط الثلاث المعطيات ٠‏ 
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4 الاستكال بمتغددة الحدود من الدرجة " 
متعددة الحدود (2.1) المارة بالنقط : 


(Xo Yo) (%1 Y1) Ch) 


يجب أن تحقق ما يى : 


n 
p(x) = a + Xo + --- * Ap Xo 7 Yo 
n 
p(x) = ao + 4, XxX? 8 
n 
p(x) = a + 4, * * <. * a, *p * Ya 


دهي تشل 1 + « معادلة خطيةء ويكن كتابتها على الشكل : 


1 *‰ × = %0 30 
+ * x x a, 
(4.1) ي‎ 
1 Xx x 1 KE a ل‎ 
Yo ا‎ 
Yı 
4 
=» و‎ 
Lû jai Vandermond سمى مصفوفة هذا النظام بمصفوفة فاندرموند‎ 
2 | بالرمز ۷ . لاط‎ 
Vv =1 (i= 12 ,n+D 
6 +1 
42) vq ax = 23 ,n +1 
=1 


مثال (4.1) : 


أكتب مصفوفة فاندرموند إذا كانت 


دالة (×)۴ وعدد ثابت ة الزيادة 
٤)×(‏ وعدد ثابت 1 يسمى عادة الزيادة ۴۸۲”ءإمة» فإننا نعرف مؤثر 


الفروق المتقدمة ۸ من : 


Ay; =Y,, 7¥; = f(x; +h) - f(x) 


5.1( 
ا ونعرف مؤثر الفروق المتأخرة ۷ من : 
1 1 
TT) 1‏ 
ek.‏ ج E‏ )62 
7 9 3 1 ونعرف مؤثر الفروق المركزية 8 من : 
و h‏ 
f(x + 2 ) ¬ f(x; ¬ >‏ = _ ۶ 
ون 7 ۴ ی و = رة (5.3) 
برنامج فرعي لا يجاد معاملات متعددة الحدود بحل النظام (4.1). ونعرف مؤثر الإزاحة 8 من: 
امعطيات في هذا البرنامج هي النقط (۲ ,×) وعددها ٨‏ والإخراج هر ) + Ey, = yı, = f(%‏ )5.4 
الماملات © رعندها أيضاً ۸4 زاي أن الدرجة هي 0-1 . نستعمل ي وبالتالي فإن: .6 
هذا الرنامج حل امعادلات (4.1) بواسطة الرنامج الفرعي GEM‏ الذي ا 
كتبنا في الفصلل السابق . y= EY‏ 
Ay, = (E > DY;‏ ) 
5.5( 
SUBROUTINE INTRP (X, Y, M, C. EPS, IFLAG, V)‏ یت خو وی الو کی ا 
DIMENSION X(M), Y(M), C(M), V(M, M)‏ ا 
y= Y; DO 101=1,M‏ 
2 1 من (5.5) ز .6 
n‏ نحصل على العلاقة : 
DO201=1,M‏ 
A= Ez1 DO20J=1 N‏ 
V1 + D = X(D)* Vv (1, J)‏ 2 5 
٠ El CALL GEM (V, Y, M, C, Eps, IFLAG)‏ 
END‏ الفروق المذكورة أعلاه تع 1 
CT‏ رة أعلاه تعتبر من المرتبة الأ ا ك 
المتقدمة من المرتبة الثانية بأنه: من المرتبة الأولىء ويكن تعريف مؤثر الفروق 
Finite‏ 
ؤثرات الفروق الت ۸y, = A۵ )A۷( : Difference o‏ 
4.5 مۇثرا إت الفرو تى المتنهية Perators‏ 7 یرن لدبا 
إذا كانت لدينا فثة من إلإعداد المرتبة الد دو 


آي آن: 
A i1 7 y)‏ = ;َ4 


¬~ Ay, 


کک 
Ay = Yi ¬ 2 + y;‏ )5.9( 
وبصورة أعم فإن: ( ر ' "۸) ۸ = ^y,‏ 


(5.10) E" y, = E (E"" y) 
: وبالتالي فإِن‎ 
Ey, = EE (E y) 
=E(E ¥.) = Ey, 
Ye 
: ة عامة‎ 
(5.11) Ey =y 


مثال (5.1) : 


بين أن : 
۸% ا Yo + 34¥ + 34y‏ 2 ول 


Ey‏ = ولا 
٠‏ 0 
. العلاقة (5.11): 3 
من 
E 6.7)‏ 
Î CF .‏ | 
س I yo + 37 AY, + 3IAy, + ۸y‏ 
0 
يتحقق المطلوب 


نلاحظ في هذا الثال أن مبرهنة ذات الحدين بالإمكان تطبيقها على مؤثرات 
الفروق المنتهيةء أي أن: 


(5.13( +A)" =I+f A+ A+... +A" 


حيث ۾» هي معاملات ذات الحدين» آي : 


n ! 
(5.14) = E 
وبالتالي فإن‎ 
J, = E" Yo 
= (1 + ۵4)" yo 
(5.15) = Iy, + cf Ayo + C} AYyg +. + o Ay 


= yo + NAY, + 30D ^yy +... + A Yo 


وبا لمثل فإن 
(E - D" Yo‏ = رA۸"y‏ 
و E‏ پک E" yy — cc E" J Fé E" y,‏ = 
EY + Og = x Eo‏ = (5.16( 


6 طريقة نيوتن للاستكمال بالفروق المتقدمة 


إذا كانت الاحداثيات × على أبعاد متساوية بحيث: 
Ah‏ )6.1 
فإن متعددة الحدود: 


62) P= yy + 2 - × + پو‎ E) 


+... + رک‎ (x- <0) ( = x) ...( 7 X-1) 


س ؟ 


) 


تحقق ما لى : 


p(x) = Yo 

Ay 
p(x,) = Yo * 0 (, - x( = م۷‎ + ۵¥ = Y, 
y0 
2 ر(‎ x) (x ت‎ x) 


0 
(x, = Xo) + 2!h 


Ay 
p(y) =Yo* gq 2 7 o 
=yر‎ + و2۵۷‎ + A ¥ 


= (1+ A) yy = E Yo = Y» 


A Ay 
p(x,) = Yo * ا‎ E) F 5 2 (x, = xo ۾(‎ ¬ ×, ( 
A"y 
E e a 


= yo + PAY, + (a1) A yy + 


n(n-1)(n~2)...(3)(2)(1) 


+ ا‎ = )1+ ۵" Y = ۷ 


n! 


وبالتالي فإن متعددة الحدود (6.2) تر على النقط : 


(Xp; yJi = 0,1,2, ...,n 
أي أنہا تحقق خحصائص دالة الاستكمال.‎ 


مثال (6.1) : A‏ 
أوجد متعددة الحدود من الدرجة الثالغة للنقط التالية : 


ما أن قيم المتغير × على أبعاد متساوية» فبالإمكان تطبيق طريقة نيوتن. 
لحساب "4 نكون الجدول التالي (والذي يسمى عادة بجدول الفروق): 


إذن : 


A 
p(x) = Jo + AYo (x 5 Xo) ê 2! (x Ei Xx) E Xx) 


A3 
3 - (ر× ¬ ٭) (,× = ٭) (ر×‎ 


+ 


3 + جو‎ x (x - 1) + % )x - 1( )× - 2( 


= 3 +2 )x - 1( + x )x - 1( )x -2( 


مثال (6.2) : 
إذا كان : 


€og(1) = 0, €0g(2) = .30103, €0g(3) = .4712 


فأوجد قيمة تقريبية للمقدار (2.5) ع0٤‏ 


إذن 


12494 
(x -1( )> -2( 
2 


p() = .30103 (x - 1) = 


(og (2.5) = .30103 (1.5) ¬ 12494 (1.5) (0.5 2 = 4046925 
: ملاحظة‎ 


لاحظ. أن القيمة الصحيحة (من الآلة الحاسبة) هي 39794. = (2.5) عه 


مثال (6.3) : 


برنامج لطريقة نيوتن بالفروق المتقدمة 


الرنامج الفرعي التالي 2 يیستقبل ف الإإدخحال القيم : 
X(1), XO), ..., X(N)‏ 
Y(), YO), ..., Y(N)‏ 


ويستعمل طريقة نيوتن في الاستكمال لتقدير القيمة ۲۴ وهي قيمة ۷ عند 
.XP‏ لاحظ استعال المصفوفة : 


D(l, J) = A y, 
حیث:‎ 
J=1,2,..,N-1 
1=1,2,..,N-J 
ومن ذلك فإن:‎ 
D(LJ+ 1) = D (1+1, J) - D (1, J) 
: وايضاً‎ 


PXP) = Y(1) + D(1, 1) * T(1) + D(1, 2) * T(2) + ... 
+D(1,N -1) *T(N -1) 
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T(D) = (XP — X(1)) (XP — X(2))... (XP — X(1))/ (1! H') 
: لاحظ أيضاً من هذا التعريف أن‎ 
T (1 + 1) = T(I) * (XP — X(I + 1)) (I + 1) * H) 
وبالتالي نستخدم هذه العلاقة في البرنامج في حساب متعددة الحدود.‎ 


SUBROUTINE NTNFD (X, Y, N, XP, YP, D) 
DIMENSION X(N), Y(N), D(N, N), T(N) 


NI=N-1 
H = X(2) - X(1) 
DO 101 =1,N1 
10 D(I,1) = Y (1+1) - Y (D) 
DO 20J =2,N1 
NI =N-J 
DO201 =1,NJ 
20 D(1, J) = D(1 +1,J - 1) - D(I.J - 1) 
T(1) = (XP — X(1))/ H 
N2=N -2 
DO 301 = 1, N2 
30 T( + 1) = T(1) * (XP — X(I + 1) (I + 1)°F) 
YP = Y(1) 
DO 40J =1,N1 
40 YP = YP + D(1,J) * T (J) 
RETURN 
END 


47 طريقة لا جرانج Lagrange’s Method‏ 


نلاحظ از EEE‏ 
: د طريقة نيوتن باستعال اله ق المتقدمة غ 2 ۴ 
شارت و ا لفروق غير صالعة للاستعال 


لاجرانج . د ختلفة. في هذه الحالة بالإمكان استعيال طريقة 


نبدا ولا بتعريف متعددات الحدود التالية : 


(و× > ×( ... (ر× ¬ ٭) x)‏ = ») 


e (Xo 7 *;) (o 7 x») --. (Xo 7 Xx, 
)» = xر( ..۔ (ر× = ٭)‎ )× ¬ x) 
م د ا کک‎ 
a) (x, = x) (* 7 X2) x) 
a a 


(Xa . Xo) (* . x) 1 (X, ` X1} 


والمطلوب الآن إمجاد المعاملات » بحيث تمر متعددة الحدود: 


P(x) = cı € (*) + c, €, (x) + ... + C, €, (x) 


: على النقط‎ 
(Xo و‎ (Xx, YJ: چا‎ (xy Y,) 


آي آن: 
P(x) = Yo, P(x) = JY << P(X) = Ya‏ 


: ولکن. نلاحظ اول أن‎ 
€ (%0) =1, €, (x) =0, ..., €0 (x) = 0 
ر‎ (x) = 0, e (J) =1, > €, (< ( =0 


e (x) = 0, e () = 0, د‎ €, ()X)( =1 


بالتالي فإن: 
i=0,1,... n 7‏ ر = ٩‏ 


الحدود آل ن <a‏ 1[ الط )4 (i‏ هي : 


أي أن متعددة 
ي P(x) = Yo‏ 


Rr 
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(7.1) 


0.2) 


مثال (7.1) : 


استعمل طريقة لاجرانج لابجاد متعددة الحدود لاستكال النقط التالية : 


ولا نوجد ٤,)×(, ٤)×(‏ ,(×)ر٤‏ ,(×) € کا بلي : 


4 E 2 e R= 
)0-1( )0 - 3( 0-4) 2 
بم 1 = ل‎ 6-7 
1-0()1-3()1-4( °6 
کک ن سان د ر‎ x (x - 1) (x -4) 
6G -0( 3 -1( 3 -4( 
6) = EDE x - 1) -3( 
)4 - 0( )4 - 1( )4 - 3( 1 
: وبالتالي فإن‎ 
P(x) = y, €)(X) + y,€,(x) + yر€,(X)‎ + y,€() 


4¬ )(3- »)× + - (4-)(3-)(1- م 2 = 


- 3x )x - 1( )x - 4( + ×» -)-3( 
: ملاحظة‎ 


أيضاً أنه ليس من المطلوب تبسيط (×)م إلى الشكل العادي لتعددة 
د. 


مثال (7.2) : 


برنامج احساب الدوال )%(,€ 


من امهم أن نلاحظ أن (۸),) لا تعتمد على قیم پر وبالتالي فلو غيرنا في قي 
إلا فإن المجهود الذي نبذله للحصول على (×)م جديدة لا يذكر. وعل ذلك 
فإن البرنامج الفرعي الذي نكتبه لطريقة لاجرانح بحسب (»)) عند × = م» 
(أي نقطة محددة معلومة) بحیٹ یتم حساب (×)م في برنامج فرعي آخر (أو 
برنامج رئيسي). إذن فا معطيات في برنامجنا الفرعي هي القيم ,... ,(2)× ,(1)× 
×)M(‏ فقط بالإضافة الى النقطة المطلوب الاستكمال عندها وهي ۶×. 


SUBROUTINE LGRNG (X, M, XP, AL) 
DIMENSION X(M), AL (M) 

DO101 =1,M 

UP =1 

DN =1 

DO20J =1,M 

IF (J. EQ. 1) GO TO 20 

UP = UP * (XP - X(J)) 
DN = DN * (X(1) - X(J)) 


20 CONTINUE 
AL (1) = UP/DN 
10 CONTINUE 
RETURN 
END 


مثال (7.3) : کا 
البيانات التالية نمثل قياسات للمتغيرات الثلاثة : س ,۷ ,ص التي تعتمد 


٠ے‏ ا قد لاقرات 
كا هو مبين با جدول» والمطلوب كتابة برنامج رئيسي لتقدير هله ٠‏ 
عند 2=). 
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هذا المثال يوضح أهمية طريقة لاجرانج في مثل هذه الحالات التي تتطلب 
استكمال عدة متغيرات تعتمد على متغير واحد. في هذا البرنامج يتم حساب 
«AL(1)‏ حیٹ 1[ من 1 إلى 5ي 


مرة واحدة ويستعمل في حساب الاستکےال 
لجميع المتغيرات . 


5), AL(5) 
3., 18., 16.,13⁄ 
, 50., 48., 47/ 


DIMENSION T(5), P(5), U(5), V( 
DATA TI1., 3., 4., 5., 7.l, P/ 20., 2 
DATA U/ 5., 8., 10. 14., 11/, V/ 45, 47 
TP =2. 

CALL LGRNG (T, 5, TP, AL) 
PP =0 

PU =0 

PV =0 

DO 101 =1,5 

pp = PP + AL (1) ° P(D 

PU = PU + AL (I) * U (D) 

pv = PV + AL (D) * V(D 


10 CONTINUE 
WRITE (°; 20) TP; PP, PU, PV , 5 
20 FORMAT (' T7 ', F5.1,' p=’, F10.5, 
«y=, F10.5) 
sTOP 
2 ر‎ 48 
لخا في الاستکال بمتعددة الحدور‎ 
هنا بدون ت‎ ۴ 
ل برهان المبينة لتقدير الخط في الاستكيال يتعددة الحدودء‎ OT, 
اا اجرد في أغللب كنب التحايل المدحي انظر مئل كاب‎ 
1 ك ) تظر ماد‎ 7 GBarden-Faires RY" ر‎ 
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مبرهنة : 


إذا كانت القيم م ٠٠.‏ × × غير متساوية وتقع داخل الفرة [ط ,وإ 
وكانت الدالة (×)۴ قابلة للتقاضل 1 + ١‏ مرة بحيث تكون (») "”) دال 
متصلة في الفترة [ط ,ة]» فإنه توجد قيمة ما ٤‏ لكل × بحيث تقع غ داخل [ط .ه) 


وبجحیب . 


n+1) 


)6( ت 
f(x) = p(X) + FD!‏ )8.1( 


(,× ¬ ٭) ... ( Xx,‏ ¬ ×) (رx‏ ¬ *٭)) 
حيث (×)م هى متعددة الحدود التي تستكمل النقط : 


(xo, f(x). (x, F(%,)), ---. (xg, F(%,)).- 


مثال (8.1) : 
أوجد الحد الأعلى للخطأ في استكمال (1.1) أك 


من (n)1ء‏ و (1)1.2ء بمتعددة الحدود من 
الدرجة الأولى . 


في هذه الحالة (×)ذء = (×)۴ء إذن: 

F(x) = cos(x), f"(x) = — sin(x) 
: بتطبیق (8.1) حیث 1 = ۸ نحصل على‎ 

P(x) —- f(0)| = ¢ -1( )» -1.2( 
: أي ان‎ 


P(1.1) — f(1.1)| < 1 (0.1) (0.1) = 0.005 


ا a‏ .0. 
إذن فإن الخطا لن يتجاوز في هذه الحالة 005 


تمارین )1( 


إذا كانت درجة الحرارة عند الساعة 2:00 ظهراً °28 وكانت عند الساعة 
0 ظهراً 0 فاستعملل الاستكمال الخطي لتقدير درجة الحرارة عند 


الساعة 2:30 وعند الساعة 2:20 . 


استعمل الاستكمال الخطي لتقدير (1)1.55ء وكذلك (i۸)1.53ء‏ علا بأن 
.sin(1.6) = 0.99957. sın (| 5( = 5‏ 


استعمل الا ستكمال التربيعى لتقدير (€08)1.2 إذا کان 3010. = (2)ع£0 
و 17009.= (0)1.5) و0 = (€08)1. 

. باستعمال مصفوفة فاندرموند‎ h 

«ب» بطريقة نیوتن للفروق المتقدمة. 

«(ح» بطريقة لاجرانج . 


اكتب الرنامج الفرعي )¥ SUBROUTINE LININT (X, ¥, XP,‏ 
الذي يستكمل القيمة ۷۴ عند ۴× بمعلومية النقطتين ((۷)1 ,(1)») 


و (۷)2 .)X)2(.‏ استعمل هذا الرنامج لاستکےال (0.5) e×p‏ من 
القيمتين 1= )0( „exp (1) = 2.7183, exP‏ 


استعمل البرنامج الفر. عي N۸۶‏ لاستکہال (0.5) × من النقط 
(x, exp(%;))‏ حیٹ 8. ,6. ,4. ,2. ,0 = × . 
ما NE‏ 
e 2‏ بين الاستكمال الخطي وطريقة القاطع (أو الوضع 

طىء)؟ وصح إجابتك بحل المعادلة 2 = ٤)۸( = ٥٣‏ ابتداءٌ من 0 = × 
24 * وحساب دورتین , 
اثبت أن , 

,VA= 8َ d 


„= E E 


ج ۷ 1ے ع 


8- من العلاقة «ح» في تمرين -7-. وباستعال مرهنة ذات 


0 الحدي.‎ 
: صيعة نيوتن للفروق المتأخحرة‎ 
> Vy 
\ Yn Yn 
Ua TEW FES ¥) (* = x, 
2y, ۰ 
+ E RR E FJ 


حیٹ × على أبعاد متساوية تمسافة | 
9- إذا كانت متعددة الحدود من الدرحة ۸ 
pix a, Fay IK = RF BR AS = RF ee‏ 


U Nj US Xx, - (xX = X1) 


تحقق شر وط الاستكىل ۷= (×)" حميع .١(‏ )من 0= اإلى 


=n 


ر استنتج النظام الثلثي : 


d = 
ij +1 د‎ × ,( di 


j =12 


“N~ 1,i=1 2‏ 
1 وه و2 م > القومة) ل 
و زوف 
ای اط مد مرکا وی کرت تو کف 
إجاد متعددة الحدود من ا )0 0 
J, (1,1), (2,8), (3,27)‏ 


ب أنه إذا كانت ,× على أبعاد متساوية فإن (×)م تؤول إلى صيغة 


یوت للفروق المتقدمة. 
ود أكتب برناجا فرعيا لإيجاد ,4 ٠...‏ :4 ,3 بحل النظام الحل ف 


2 i 


0 أوجد فيمة تقريبية للجذر التربيعي والتكعيبي ۷3 ,۷⁄3 وذلك 
باستکال الدالة 3 = (»)] للنقاط 2 .1 .1,0 - =»×. 


1۔ اآکتپ الرنامج الفرعي „gill FUNCTION YNF (X, Y. N, XP)‏ 
بستعمل الفيم (0 ,(1) حيت 1 من آ إلى لأ ويحسي قيمة الذالة 
۴ عد النقطة ۴× بطريقة نيوتن بالفروق المنقدمة» واستعمل هذا 
الرنامح الفرعي لحساب 14١)×(‏ للقيم 6. ,4. ,2. = × بمعلومية (×)4) 


عند الم 7 5 .3 ,01 کچ 


2 - قم بالتعديلات اللازمة في البرنامج الفرعي 16۸۸6 بحيث يتم 
استكمال قيمة ١‏ عند نقطة ۴× في البرنامج . ثم استعمل هذا البرنامج 
المعدل في برنامج رئيسي لاستكم|ل الدالة 2 = (×)۴ عند النقطة 0.5 
بمعلومية النقط 2 ,1 ,1,0 - = ×, 

3 إا كان عدد سكان بلد ما في الخمس سنوات الماضية متوفراً لديك 

ا نيوتن في كتابة برنامج فرعي للتنبؤ بعدد السكان في 

هده نه 


OT ۱‏ 
وحد الحد الاقصى للخطا في استكمال (05)0.55» من «أ» (05)0.5ء 


cos(0.6)‏ وثم من «ب» (05)0.5ء» (05)0.6»» (05)0.7». حقق 
إجابتك في الحالتين . 


س (1) 


س (2) 


¢ 


نغوذج اختبار -2- 


الزمن: (1:30) (ساعة ونصف) 


احسب دورة واحدة بطريقة جاوس - سيدل لمحل 
المعادلات التالية : 

3X+y+ZzZ-1=0 

10 کر سې 

2y + 3x -2 =0‏ 
افرض القيم الابتدائية 0 = 2 ,0 = ر ,0 = × 


(ټ هل يتحقق التقارب في رأ» عندما يزداد عدد الدورات؟ 
uذاI؟‏ 
کل لالات التالبة بطريقة الحذف لجاوس: 
Sx, + Xx + 2x, =3‏ 
x + 2x, = 1‏ + 3% 
2x, + 3x = 2‏ + %1 
SUBRO‏ 
وی اکب برناجاقر UTINE FDSUB(A,B,N,X)e‏ 
الذي يوجد التجه × بحل اشا یر ی التي فون 
فة مثلثية سفلية (أي ن جيع عناص ٠‏ 
ا 17,000 وني من 
ت 1984 هر , 3 
+ ل ىن مده الط ي Ts‏ في 1988 پاتا 
1987 هو 19,400 فقدر علد ° ˆ 
- 3 ةَ 2l E‏ ب 
الاستکا ا رر بن الدرجة الاب اقم 
وں» اوجد متعددة الحدود من 2 


پزرال جدنع = (ا5 عند 0 ۰" 2 


«ح» اكتب برنامجاً فرعياً لتقدير عدد السكان في سنة من 
السنوات (يتم إدخاهما) بمعلومية عدد السكان في السنوات 


الثلاث الماضية (أيضاً يتم إدخالهما) وذلك باستعمال 
الاستكال التربيعي . 


لفط النفس 


التكامل العددي 
Numerical Integration‏ 


1 مقدمة 
من المواضيع المامة في الطرق العددية إيجاد قيمة تقريبية لتكامل دالة يصعب 
تكاملها بالطرق الرياضية المعروفة في مادة التفاضل والتكامل «دانءاة©». 
فمثلا التكامل : 
sin(x7) dx‏ 
معه الطرق الرياضية المعروفة ونضطر لإيجاد قيمة تقريبية له بالطرق 
PT‏ جعل هذا التقريب قرياً من الحل الصحيح قرباً کافیاً 
52 طريفة شب lllنحرف Trapezoidal Rule‏ 
لتقریب التكامل : 
۾ =1 20 


تعتمد 
طريقة شبه المنحرف عل تقريب ٤)×(‏ بواسطة (×)م حیث (×)م هي 
كثبرة الحدود من الدرجة الأول : 
A1) (= x‏ 


p(x) = f(xy) + 


ص 


أي آن (×)ص تستكمل النقطتين (٭)؟ ٭) ,((٭) ,*) بخط الاستکیل. 


إذن : 


23 1= f p(x) ax = 2# [f(x + f(*;)J 
أي أن التكامل (2.1) قد تم تقريبه بجساحة شبه المنحرف الواقع تحت المنحنى‎ 
2.1 وبين المستقيميز × = × ,× = ٭ ک) في الشکل‎ ۴)×( 


p(x) 


f(x) 


شكل (2.1) طريقة شبه المنحرف : 
4 نق طة النتصف 
لاحظ أن فى حالة التكامل من × إلى × بحيث ,× هي 
بینها» أي : 
Xx ¬ x, =‏ = × > × 
فإن : x‏ 
I = fi on f; as‏ 


2 60 + £ + [6) + 6] 


= h[ 1 f + + ل‎ 
2 (o f(x,) 2 f)x(] 

ت عامة فالامکان التكامل من × إلى ,× وذلك بتس 
وبصوره ا ف 2 


: دها ۸ بحیٹ‎ a 
n إلى قترات صغیرة طول کل منج ۸ د‎ ]× × [ 


4 0 


_ Xano 

م 2.4 
و 

ا )2.5 
و 

2.6) f f) dx = f f(0) dx + f f) dx 

2 1 f() dx 
: وباستعمال تقريب شبه المنحرف نحصل على‎ 
(2.7 J foo ax = nl} f) + f) + f0) * 


x FF 1 (| 


مثال (2.1) : قرب التكامل : 


‫َ 


امنحرف: رأ باستعمال فترة واحدة 
«ب» باستعیال فترتین . 


Er: 1 P‏ د 

: امتیان ر رنھ زان دو د پد راتان 2 وہ 
TE a ak 7‏ 

ı~ + |] ++ [= 12 .416667. 

عند استعال فترتین فإن : 


3-2 
h= 2 0.5 
× = 2, ×, = 2.5, ر×‎ = 3 


|| +( ۾ + لر +)+( ı=h[}‏ 
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ملاحظة : 


فى الخال السابقء م 
ی بق» من | تكامل الدا 8 
لسهل مل الدالة Xx‏ لنحصل على : 
j &- ] = €n 3/2) = 5‏ 
إذن في الحالة رأ الخطا = 0.01201 . 


وفي الحالة «رب» الخطاً = 0.002868 


ما يشير إلى أن الخطأ يتناقص بزيادة عدد الفترات . 


مثال (2.2) : 
برنامج للتكامل بطريقة شبه المنحرف 

في البرنامج الفرعي التالي نحسب القيمة التقريبية ۸۸۴۸ للدالة 
(۴)۸ المعرفة في برنامج فرعي آخر. حدود التكامل هي (A, B)‏ 
وعدد التقسيهات (أي الفترات) هو ل 


SUBROUTINE TRAP 
H = (B - AN 

AREA = (F(A) + F(B))/ 2. 
IF (N.EQ.1) GO TO 20 


(F, A, B, AREA, N) 


NI=N =1 
DO101 = 1, N 
1 AREA = AREA + F(A +1 * H) 
AREA = AREA * H 
RETURN 
END 
(Simpson’s Method) طريقة "مبسن‎ 3 
.ی طريقه‎ 
۰ می تریب 160 راسا ورن کو تسل‎ 
1( P(x) > (x) + ©) Af(xo) 
B® × ¬ × + 2h ×* > x0 (x ¬ × ( 


ولتبسيط التكامل نفترض أن : 


x = 1, x, = 0, x, =1 


لنحصل على : 


N ۹ اا‎ 
2 


إذن: 


G2) p(%) = f(-1) + [ac-D + 


۸f(-1) 
j سك + )2)1 = »)م‎ 


f(1 
= 28-1) + 4 1) - 2 £0) + £(| 


1 


4 1 
1 f(1) + f(0) + 3 1) 


اعت 8 - 
وباعتبار هذه القيمة كتقريب للقيمة الصحيحة 1 نحصل على قا ۳ 
2 عدة ”مبسن : 


1 1 [¢ -1) + 4 8(0) + f(1)| 
6.4) f(x) dx = $ (f(1) + 4 


ولکن هذه الحالة خاصة لحدود التكامل (1,1-). لتعميمها عل 


ا 2 . 
لفترة (ط به) نقوم بالتعويض التالي: 


(t-1)(b-a) 
e 


2(x-=b( د‎ 
(3.5) t=1+ Sa ج‎ × 


نلاحظ هنا آن 1 = ۲ ع 
ن 1 = ۲ عندما ا = × و1 - = ا عندما ه = »× وأن: 


t= سے‎ 
6.0 
b-a fı )]dt 
f = 
ا ت‎ g (0) dt 
0 : حیٹ‎ 
g(t) = fx (0 J4 
6.8) 
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S, = f(x) + f(x) + ... + f, _;)‏ 
وذلك نظراً لتقسیم ( ,8) إلى فترتین (× ,3) و(ط ,») باعتبار 
_ و 
x = b, xy =a‏ 
S, = f(x) + f(x") + ... + f(X,_2) Xo‏ 
من (3.4) ,(3.7) نحصل على : 
f(x) dx = 2 [f(x + 4f (x) + f]‏ 1 مثال (3.1) : 
أما إذا قسمنا فترة التكامل إلى ١‏ فترة صغيرة طول كل منها ٠‏ (لاحظ o‏ 
“f=‏ : دا ويا ف : 
ضرورة ان یکون ۾ عددا زوجيا)» فنحصل على رذلك بتقسيم الفترة (2 ,1) إلى 4 فترات . 
f(x) dx = 1 f(x) dx + 8 f(x) dx‏ 
a JE‏ في هذه الحالة 0.25 2 کک 
h‏ ڏن؛ 
[f(x) + 4f(x,) + f(x)‏ 3 = إذن: 
| (25.) 
(2)£ + (4۴)1.75 + (28)1.5+ )41.25 + )¢1 ک1 
[f(x) + 4f ۴‏ 3 + 
[)۴+ () 2 3 5 - 
#0 ملاحظة : 


h 
5 + f 
في المثال السابق» بالإمكان الحصول على القيمة الصحيحة للتكامل ریاضیاً‎ 3 1 (n2) + 4f (x) + 1)] 


اا فا على القاعدة العامة لطريقة "“مبسن: وهی : 
وبشيءَ من j ٣٣٣‏ )9 
f _ h‏ 
gs O E 8%) + 2 f(x) + 4f(x)‏ 7 = "ع - e‏ 
آي آن الخطا المطلق هو: 

+ 2f (x +... + f(x) + f(x ]د‎ 

أ العمليا ى الحسابية : 000098. = error‏ 

3 شر اقتصادا في العمايت 
وسوا ای ر i h‏ 8 (كا يمدو) صغير با فيه الكفايةء ما يشير إلى دقة طريقة ميسن 

8 x» 1)) dx = 3 H(X,) + 48, + 2% أ‎ 
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مال (3.2) : 
البرنامج التالي يستعمل الصيغة (3.10) لحساب التكامل التقرييي 


للدالة (»)۴ المعرفة من برنامج فرعي منفصل. حدود التكامل هي 
(8 ,4) وعدد التقسيمات هو العدد الزوحي ١N‏ 


FUNCTION SMPSN (F, A, B, N) 
H = (B - AJN 
NI=N-1 
N2 =N-2 
S1 =0 
82 =0 
DO 101=1,N1,2 
10 S1 = S1 + F(A +I * H) 
IF (N2. EQ. 0) GO TO 30 
DO201 =2, N2,2 


20 S2 = S2 + F(A +1 * H) 
30 SMPSN = (H/3) * (F(A) + F(B) + 4 * S1 + 2 * 2) 
RETURN 
END 


4 تقدير الخطأ في طريقة شبه المنحرف 


باستعیال متسلسلة تايلور: 
f(%) + (x x) f(x) + 1 (x - ×) (x) +...‏ = )*) 
نحصل على : 
f00 dx = hf( h? „ h‏ )4.1( 
x) + 5 f'(x;) + 3 F(x) + ...‏ 8 


آما باستعهال طريقة شبه النحرف» فنحصل على fx.‏ )4.2( 
f(x) dx = 2 [fx) + 1)]‏ ۸ 


h‏ ا ت 
f(x) + h F(x) + 2-۴) + ...[‏ + )11 2 


= hf ا‎ h3 
() + 2 f(x) + F(x) +... 
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ر بالإمکان حساب خطاً القطع في صيغة شبه المنحرف (Truncation error)‏ 
پاحنب الفرزق القيمة الصحيحة (4.1) والقيمة التقريبية (4.2) هو: 
(x)‏ ر چ 


£ 


(4.3) 

حیث ر الحدود الأخرى التي تحتوي على 1 أس 4 فا فوق» وهى 
حدود صغورة في قيمتها إذا كانت 1 أقل من الواحد. يوصف الخطاً (4.3) باط 
الموضعي errr‏ 0ca1ا.‏ وهو ا لطا الناتج من تقريب التكامل الع 
( × *). أما الخطاً global ١‏ 1 ا 
لكلي ۲ 021اع فهو مجموع الأخطاء الموضعيةء أي 


)4.4( 
واذا اعتیرنا وحود ج بعیٹ 
re) =‏ 3 1 
فإِن : i=0‏ 
e ~ ch‏ 
حیٹ : )4.4( 
(>A e)‏ 
و e‏ )45 
وبالتا[ وؤ ا ن 
الي فإن طريقة شبه المنحرف ; 
E tz‏ 2 لمنحرف تعتبر من المرتبة الشانية لأن إل 
سب تقریبا مع مربع ۸ . نية لأن الخحطأً الكلي 


مثال (4.1) , 


اور ٠‏ 
٣دا‏ على لطا المي ي حساب: 


ا خی المنحرف : 
باستعمال 10فترات . 


«ب» باستعهال 20 فترة. 
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hh‏ بماان e" f(x) = e I = e‏ = ۴ إذذ فإن أعلل ية 
تأاخذها (×)۴ في فترة التكامل (1.2) هي . من (4.5) نجد أن 


e A= THB 
اس > اليل‎ 7 € = 6 


«وب» إذا كانت 20 = م فإن: 
. 6. 9 - 2 
0015 ا = | ل }1 > ا 


Richardson Extrapolation Method طربقة الاستكال لریشاردسن‎ 5.5 


بالإمكان الاستفادة من صيغة الخطا (4 ١‏ للحصول عن حطأً أفل (أي من 
مرتبة أعلى) . فإذا اعترنا القيمة 1 هي القيمة الصحيحة (أو الأقرب للصحيحة) 
للتكامل» واعترنا (1)۸ القيمة الي نتحصال عليه مر صربقة شه المحرف 
باستعمال فترات طوها 1 فإن الخطأ الكلي هر 


1 - T(h) = ch 
خت سقداز ابت ی لا يتمد على ل وهو مقدار مجهول القيمة. فإك‎ 
ج : ٍ لتا فإن اطا‎ 


اة نا ضعف عدد الفترات فإن 1 تتقلص إلى النصف وبا 
يصبح : 


(5.2) h 
TS elel 
ة ة فان | هو‎ 
فإن الجل‎ ۰٩, 1 إذا اعتبرنا (5.1) و (5.2) کمعادلتین في مجهولین هما‎ 


1= 7 (3 (- + 


تعطي هذه الصيغة تقريا رو ی اکر دقة من (۳)۵ 3 


4 


الاستكمال لریتشاردسن 


مثال (5.1): ِ 
أكتب برنامج فرعي لطريقة 


ي هذا sUBROUTINE 1R4P ja دıفتن li!‏ 
(۲)۸ نحصل عليها باستعمال × فترة» بين ) 
فترة . 2 


مع ملاحظة أن 
نحصل علیها باستعال 


AREA = (4.3.) ° TH2 - (1.3.) ° TH 


RETURN 
END 

ملاحظة : 

مع أن الرنامح المذك . 

ا مج کور يؤدي العمل المطلوب. إلا أنه لا يراعى الناحة 
ديه ي الحسابات. إذ إن حساب الدالة ۴ عند النقط × ر ب " 
ن دهي نقطة ضعف في البرنامج 8 
اشرعي 1۸۸۴ بین 


البرنامج المنادي هذا | 


مرتین دون 
ب تعديلها بإعادة كتابة البرنامج 
م حاب الدالة ۴ وتخزين القيم في متجه ۷ في 
لبرنامج الفرعي (انظر تمرين 8). 
8 تقدير اطا في طريقة ميسن 


ادا کا 
كانت ,5 هي القيمة التقريبية للتكامل : 
J100‏ = 1 


ا 6.1 

1 بطريقة ”عبسن» قإن:‎ 
S. = L3 [f(x) e 4(4) 1,2) 

6.2 1 3 : 

وباستعیال مت ن ا )62( 


2 
1= ffe + «= Fe * 1 «x F09 


dx‏ ر 
FD *‏ 
a Gry € ِ‏ 


حیٹ ؟ تعني المشتقة الرابعة للدالة ۴ ا 


بتکامل حدود المتسلسلةء فإن: 


(2h) 2h)? 
1 = 2h f(x) + 7 f (x) + ۳ (x) 
(2h), (2h), 
+ F(x) ap RD Foe 


فى نفس الوقت» نستعمل متسلسلة تايلور للحصول على : 


h 4h. 8 h? 
$ = E1 f(x) + 3 f) + RE(x) + o 


+ 4 ا‎ 2 f(x) + 2h f’ 
ر‎ e eT () 


(2h). (2h)? 2h)" 
+ f(x) + "س‎ («) + E E 


N f 


وبالتالي فإن الخطأ في ,5 هو: 


5= 1= 
1s‏ 16 4 ك )6.3( 
E ۳ ۴" () +...‏ و e‏ 
ی أ 
. )6.4( 
e =C‏ 
a‏ 6.5( 
ر م ا C=‏ 
i 90 1‏ ِ 
للحصول على الخطاً الكلي نجمع الأخطاء الموضعية: 
e=e +e +... +e‏ 
n=2‏ 69 


i‏ ا ا 
2 - 0 و °2 
حيث ٤‏ نقطة تكون عندها الشتقة الرابعة مساوية متوسط الم 
 - 2( ۴ )»(‏ ,... ,0,2 =1( . 


دخ 


ملاحظات : 


۴)»( اا ر کا هو واضح من (6.3) يساوي صفراً ذا کانت‎ ١ 
محددة ادود من الدرجة الثالة أو أقل. وهذا غير متوقع إذ إننا قربنا في‎ 
بتعددة الحدود من الدرجة الثانية وليس الثالفةء‎ ۲)١( لأساس الدالة‎ 
.)6.1 وکن تعليل ذلك کا في الرسم (رشکل‎ 


تد سب الخطا الكلي مع ا مرفوعة للاس 4» 
ميسن أعلل 
هو متوقع) . 


أي أن المرتبة في طريقة 
ا e‏ 1 1 
بدرجتين من طريقة شبه المنحرف (وليس درجة واحدة كا 


fix) 


اطا ٩‏ صالب 


تر 


| اطا ٩,‏ موجب 
حدود من الدرجة 3 


اطا آلو ق 
عي في هذه الال : ر اة ء 
0ري ر ٢ ٢‏ :اي الي ني عکل ږې 


تغارین 


أحسب القيمة التقريبية للتكاملات التالية بطريقة شه الى : ر 
3 قرات «ب» 6 فترات . خیب القيمة الصحيحة كلا أن ذلك 
وما 'اخسب الط ق رالوپ ا ووب 


i) x dx E ا‎ i) J sin (Û 


+| 
أ أ أ لک ملات ق رین (1)متعملا 
أكتب برناجا رئيسيا ولخدا لحساب التكملات ي رين ( 
الرنامح الفرعي ۲۸۸۲ 
مستد الدالة ۴ في التغيرات با نجه 
أعد كتابة الرنامج الفرعی 1۸۸۴ مستدلا الدالة ۴ في التغير . 
0 ى الرنا f e‏ = و حیث 
٣‏ الذي يتم حسابه في الرنامج الرئيسي من (×) ١‏ 
i= 12‏ 
e 1 2es‏ 
أ القيمة التقريبية للدكاملات التالية بطريقة سمسن مستعملا ه 
حسب 
ات «ب» 6 فترات . 
القيمة الصحيحة كلا أمكن ذلك ومنہا أحسب 
حسب 
وب . 
المتحصل عليه في « و ا 
x i( § €n(x) dx‏ 


ا لطأ في التقريب 


e aj 


اا اناع 
3 . ن الكاملات ني تمرين «» 
كتب بناجا رئيسياً لحساب 


.SMPSN Je ji‏ م فی متغارات 

الفرعي ال۴ ي 
ا ج القرعي SMPSN‏ متب دلا ا من اللا 

الرنامح ب ت * 

د ا یت 8 بد f i ٣‏ رة شه 

o SIn (x) dx ق نات‎ 

أوجد الحد الأعلى للخط باستعال 2 2 فترة . 

امنحرة HE‏ باستعمال 8 فترات. «ب» : 1107 

کم عدد الفترات التي تحتاجھا حتی لا ا 
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8 أعد كتابة 


بة الرنامح القرعي ۸۴×۲٥‏ الذي يستعمل طريقة الاستكال 
کات سکم الغ وة من الدالة ۴ بحيث يتم حساب جيع 


تيم اي الوامج ارب رة رأة 


أوحد مرتنة خط الموضعى ق التقريب التالي : 


0 h hi 
fars 2 [e+ fel = ®) 


نه بح الصيغة العامة هذا التقريب في حالة التكامل على الفترة [ط ,ة] 


وتش ى اة الاک 


f(x) dx = 2h f(x)‏ ا 
يسمى بطريقة نقطة illتصف (Midpoint Method)‏ . 


1 وصح هده الطريقة بالرسم . 

«ب» أوجد هرتبهة الخطاً الموضعى 

وح أوجد الصيغة العامة في حالة تقسيم فترة التكامل | إلى ١‏ فترة. 
ود 


أکتب برناجا فرعیاً لحساب تکامل ۴ من ۸ إلى 8 باستع‌ال × 
فترة هذه الطريقة . 

بين أن تقريب الدالة (×)] بالمتعددة من الدرجة الأول (×)م الي 
مر بالنقطتين ((100 .0 ,(( ج )۲ , ج ) يؤدي إلى التقريب: 


( چ 2 + J fOax= F f(0‏ 
وأوجد مرتبة هذه الطريقة. 


لتکن (×)۴ متعددة الحدود من الدرجة الثالثة ڇ P(X)‏ متعددة الحدود من 
الد 


رجة الثانية المطابقة ل ٤)١(‏ عند × و × ور×. علّل آن الخطا في 
تکامل 9 من × إلى × بطريقة مبسن يساوي صفراً إثبات أن: 


Je) = p(n] ax = = J 0D — pO] 4* 
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PT SER EE 


التغفاضل العددي 


Numerical Differentiation 


61 مقدمة 

لیس الغرض من التفاضل العددي - كا هو الحال في التكامل العددي - 
إيجاد قيمة عددية لتفاضل دالة نحجز عن تفاضلها تحليلياًء فمعظم الدوال تكون 
عادة سهلة التفاضل» ولكن الغرض الأساسي هو الحصول على صيغ للتفاضل 
يعكن استعماطما فيما بعد لحل ما يسمى بالمعادلات التفاضلية. 
62 صيغ من المرتبة الأولى للمشتقة الأولى 

باستعمال متسلسلة تايلور للدالة ٤)×(‏ حول النقطة × وعند النقطة ,× = × 
نحصل على : 


2.1) f(x) = f(x) + h f(x) + ۳ ( 


حيث 6 نقطة تقع في الفترة [, ,× ×] وط كالعادة هي الزيادة: 


B= Xx ¬ X; 


: من (2.1) نحصل على‎ 
f) = — f) f(x) _ 2-۵ 


وبالتالي إذا كانت 1 صغيرةء يكون التقريب : 
ا = ))۴ )2.3 


مقبولآء وبخطا يتناسب طردياً مع 1ء أي ذا مرتبة أولى. 

هندسياًء التقريب (2.3)» يقرب ميل المماس للدالة (×۴)۸ عند النقطة 
(()۴ ») بميل المستقيم الواصل بين النقطتین ((۴)۸ ,×) ,(( ٤)‏ ١ر‏ ٭)ء کا 
في الرسم (شكل 2.1) . 


لاحظ أننا إذا قربنا ٤)×(‏ متعددة الحدود من الدرجة الأولى : 
P(x) = f(x) + 21 - x×(‏ 
وأخذنا التقريب : 
کھ = )م = )۴ 


1) = f0) — F(x) + Ê e() 
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حيث & نقطة مجهولة تقع في الفترة [× ١‏ _×]. من هذه الصيغة نحصل 


على : 
f(x) — f(x, ,) Hi‏ 
(م + - f(x) = o‏ )2.5 
فإذا أحذنا: 
ا = ))۳ )2.6( 
فإن ذلك يؤدي إلى خطأً مقداره (غ)'۴ 2 : 
6.3 صيغ من المرتبة الثانية للمشتقة الأولى : 
باستعمال متسلسلة تایلور» نحصل على : 
)س h2‏ 
f(x, _,) = f(x) + h f(x) + 2, F(%D * 3 3‏ )3.1( 
وأيضاً: 
: مط B2‏ 
f"(%;)‏ ب3 ¬ ))۴ + f(x,_,) = f(x) ~ hf (x)‏ (3.2) 


حت 6 تقع في الفترة [ہ × '×] و۵ تقع في الفترة [× و _×]. بطرح (3.2) 


من (3.1) نحصل على : 
f(x. - f. _,) h2‏ 
f(x) = E ¬ 7 [f"(5) + ۴")۵;[‏ )6.3 
إذن بالإمکان الحصول على التقريب: 


f )‏ - 2 
د و 
حت إذا كانت في الفترة [رے× ر ×] 
|f"(x)| = k‏ 
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قإن الخطا في (3.4) حمق : 
kh?‏ 
يسمى التقريب (3.4) بالتقريب بالفروق المركزية» وكا هو واضح من صيغة 
الخطاء أنه تقريب من المرتبة الثانية . من الناحية الهندسية » فإن التقريب (4. 
يشل تقريب ميل الماس بيل الخط الواصل بين النقطتين : 
و در( )۴ *) کا في الشکل (3.1). 


F(x) 


من جهة أخرىء إذا أخذنا متعددة الحدود من الدرجة الثانية المارة بالنقط 
الثلاث ((,_»)؟ ,1 (x; f(%;))s (X;‏ ,(( )۴ ×) وهي : 


(.6( P(%) = f(x) + 0 ek 
¬ 


A f(xi-1) 
2h2 


وبالتالي فإن: 
P'() N) £ A°f(xi-1)‏ 4.7 
G8) ve E‏ 
A۴ 4 2-0‏ ے ))۶ 
h 2h‏ 


ر 
2h 0) — 2) + f(x )- 26()+ f(x, ,,)]‏ 


> 1 
2 fC) — f)_,)] 
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ج 


فإذا استعملنا التقريب : 
f(x) = p'(x)‏ 
فإننا نحصل على الصيغة (3.4) نفسهاء وبالتالي يمكن اعتبار هذه الصيغة أنها 
نتيجة استكمال الدالة (×)] بمتعددة الحدود من الدرجة الثانية (×)م وأخذ (») م 
لتقدیر (×)۴. 


مثال (2.1) : 
استعمل ر( الفروق التقدمة من المرتبة الأول . 
«ب» الفروق المتاخحرة من المرتبة الأولى . 


وذلك لتقریب (۴)1.5 حیث × = (×)۴ و 0.1 = 1. قارن بين الخطا في 
التقريب والحد الأعلل لخطأ الصيغة . 


f)1.6( ¬ f)1.5( eh 


(.1) 
= 21 


۴ )1.5( = 


القيمة الصحيحة للمشتقة الأرلى ھی : 


۴')1.5( = 3)1.5(” = 5 


إذن الخطا هو: 
4 = = 7.21 - 6.75 = ¢ 
خد الأعلى للخطاً يكن الحصول عليه من: 
9 6 05> )£ ج > | 2| =1 
أي آن: 0.48 < le|‏ 


وهذه النتيجة تتفق مع الخطا اله عة 

_ f(1.4 » 
۴1.5) = £)1.5( - f)1.4( اب»‎ 
(1) 
= 61 
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الخطا ني هذا التقدير هو: 


4. = 6.31 - 6.75 = م 
والحد الأعللى نتحصل عليه من : 


1< | F(€)| < (05) (6) (1.5) = 0.45 


وبالتالي فتقدیرنا يتفق مع هذه النتيجة . 


مال (2.2) : 
استعمل الفروق المركزية للحصول على قريب للتفاضل (۴)1.5 حيث 


× = (»)۴ و 0.1 = ط» قارن بين الخطأ قي التقريب والصيغة (3.5). 


باستعال (3.4) نحصل على : 
1.47( - 1.6( _ £14 > 6 > ).£ 
ا 02 


ومقارنة بالقيمة الصحيحة 6.5 = (1.5)' 
“le 1‏ 5 ۷ زید عن: 
فإن مقدار ا لخطاً هو 0.01-. وباستعال (3.5) فإن الخطا لا يز 


le| < KCD 


6 
k = |f”(x)| = 6 ۰ 
حیث:‎ 
lel < .01 ¥ 
U ي‎ 


و ا 


تمارین )1( 


أوجد قيا تقريبية للتفاضل (2) ۴ حيث × = ()۴. 
«ا» باستعمال الفرق المتقدم من المرتبة الأولى. 
«وب» باستعال الفرق المتأخر من المرتبة الأولى . 
«ح» باستعمال الفرق المركزي من المرتبة الأولى . 
في كل الحالات اعتبر 0.2 = 1 وقارن القيمة التقريبية بالقيمة 
الفححة: 
استعمل صيغ الحد الأعلى للخطاً في تمرين «1» وقارن بالخطا الفعلي. 
إحصل على صيغ الخطأً في طرق الفرق المتقدم والمركزي باستعمال صيغة 
الخطأ في متعددة الحدود (×)م لاستکال (۸). 
استيا 6.77 بين أن الضيخة: 


٥) =  [A) - 3 ۵° [ 


هي من المرتبة الثانية . استعمل هذه الصيغة لتقدير (۴)1 حيث 
× = (٭) ,5۔ = ط وقارن بالقيمة الصحيحة . 
من تمرين «4» بين أن الصيغة : 


1(%) = . 2) + f) + e] 


٠‏ هي من المرتبة الشانية. استعمل هذه الصيغة لتقدیر (۴)1 حيث 
* > )۴ ,5. = 1. وقارن بالقيمة الصحيحة. 


باستعهال (3.7) اشتق الصيغة ذات المرتبة الثانية : 


۴)) = [fe,_,) + 38) — 4f(,_,)] 
.)5( واستعمل هذه الصيغة لتقدیر (۴)1 كا في تمرين‎ 


ik | 


6.4 صي للمشتفة الثانية 


باستعیال متسلسلة تايلور فإن : 
إذا كانت : 
hb 2 3 0‏ ۰ 
aD f, =f +h 3 f+ 2 f+ FF‏ 
چٹ : f= f (Df =f (i,‏ ,)0 ={ 
وحیٹث f S Xur‏ < % و _ 1/16 + )2)1 - 81/16 
(zz 2 :‏ 
a‏ )12( ) 
ا ملاحظة : 
gef 2 i 2 + ۳ ۴ (‏ @ فی هذا المغالء تر | 
! ! 1 ي هدا المثالء تم ختیار قیم ۴ بحیث تحقق : 
ضافة (4.1) ,(4.2 
بإضافة )1 4( f(x) = 3 ۳ ( J‏ 
1 ٍ 8 3 وبالتالي فإن : 
[رa fy + f, = 2f +h f+ 57 [۴۳ )) + f"‏ 2 2 = )۳ 3 
f(x) = 4X, ')»( = 12×‏ 
إذن الصيغة : 12 = )۴(1 
2f) + f(x) 8f‏ ,1 = )(۴ )43( وعلى ذلك فإن الط و ١١‏ 
٤ 4) = e) >20) + fr) _‏ لن الخطا في التقريب المتحصل عليه في الئا 
چ 8 طبقنا صيغة الخطاً (4.4) فإن , E‏ 


2 کات ٤‏ مقدارا 
تعطى تقريباً للمشتقة الثانية بخطأ يتناسب مع ۾ أي إذا انت 


ثابتاً بحیث : 


If” (| = e 


فإن الخطا في (4.3) لا يتعدّى: 


)4( 
1 . 
ا .ى اللاب 
ل على اليغة (4.3) من المشتقه ( 

ومن جهة أخرى» يكن الحصر i) «(x‏ 


J) o 2‏ 
لتعددة الحدود (×)م التي تمر على النقط لربل ب 


2 ختقة (×)'۴. 
ثم إاد (×)"م واعتبارها تقريبا للمشتقة () ا 
٦ 138‏ > 


نستعمل متسلسلة تايلور للتعبير عن (,»)؟ د ( )۴ کالآي: 


Hs ORF‏ غوذج امتحان شامل للجزء الأول 
ا E‏ و f, = f + hf E‏ 
Rb ¢‏ (الزمن: ساعتان) 
f =f thf o, f 31 fF‏ 
FREE RE 0‏ ۴ سس( : أوجد قيمة تقريبية للجذر الموجب للمعادلة: 
إذن: i+1 i i i‏ 2+ 2 
2x -3=0‏ 
ی أن: i = fa, Ff hf e‏ بطريقة التنتصيف مبتدئا بالفترة ]12[ وحساب دورتین 
hُ 2‏ ت 


فعط . 
وبالتالي فإن الصيغة (4.4) ذات خط يتناسب مع 1 أي من المرتبة الأولى . 


«ب» بطريقة الوضع الخاطىء مبتدئاً بالفترة [1,2] وحساب دورة 


وأحدة. 
تمارین )2( «حه بطريقة نیوتن مع أخذ 2 = × وحساب دورة واحدة. 
١‏ د اکتب برناجاً لحساب 10 دورات بطريقة نيوتن مبحدئاً 
أ 1 أوجد قي تقريبية لکل من (۴۲)1.1 و(۴)1إذا كانت بالقيمة 2 = ,× لحل المعادلة في الققرة أ 
ک ردم ےه = )1= :ا اسب دورة واحدة لحل المعادلات التالية بطريقة جاوس _ 
1/x‏ = )%( سیدل ابتداءٌ من 0 = ر = ×, 
قارن مع الدالة : 1= 3x + y‏ 
أن الصيغة المتأخرة 2 2y‏ + × 
E E‏ 
ا ی ا ٣ f‏ هل يتم التقارب نحو الحل في واي عندما يزداد عدو 
0x)‏ + )2 > 0 =6 الدورات؟ لاذا؟ 
٭ اکب ارا الفری: 
ذات خطا یتناسب مع 1 . SUBROUTINE ELEM 1 (A, B, N)‏ 
ا زات طا بتناسب مع "1 تقر لي يفوم باتعديلات اللازمة في الصغوفة الريمة ۸ واليه و 
3 استعمل متسلسلة تايلور لإججاد صيغه دت i‏ التخلص من ره في ج المادلات وبا مدا اشا رن 
AL O es parE)‏ اقام الخطي 8 = م النكون من ل معالة. ترف ان 
4 استعمل متسلسلة تايلور لإيجاد صيغة ذات پناس B1‏ 


.f 
بدلالة (۸) ول٤ ول٤( د(‎ ۴( 


س (4) 


س (5) 


س (6) 


س (7) 


س (8) 


۽ إزا كانت ے =0 


: استكمل قيمة (1.6)] في الحدول التالي باستععال جميع القيم 


المتوفرة: 


ê‏ کانت |(٭)"۴| لا تزيد عن 2 في الفترة [1.8 ,1.5] فأوجد حداً 


أعلى للخطا ق تقدیر ٤)1.6(‏ في س (4). 


e :‏ أحسب قيمة تقريبية للتكامل × × أ بطريقة ميسن 


وذلك باستعال 2 = ۸ (حیث ١‏ هي عدد تقسيمات فارة 


التكامل) . 
«ب» ما هو الخطاً في التقريب التحصل عليه في دأه؟ 


: إذا كان الخطا في تقريب تكامل بطريقة “ميسن مع تقسمم د 


التكامل إلى فة هو 0.0032 فقدر الخطلا عند استعال 2 من 
الفترات . 
۴ فأوجد قيمة تق ريية للمشتقة ()۴ 


باستعهال الفرق اا کی سے ا 1 2 2“ 


الغز: الاي 


---_-_-_-_-_-_-_-_-_-__افط اماع 


الحل العددي للمعادلات التفاضاية 


Numerical Solution of Differential 
Equations 


1 مقدمة 
تختلف المعادلة التفاضلية عن المعادلة الجبرية في كونها تحتوي على بعض 
مشتقات الدالة» وتعتبر المعادلة من المرتبة الأولى إذا كانت أعلى مرتبة للمشتقة 
التي تحتوي عليها هي المرتبة الأولى. وبصورة عامة فإن مرتبة المعادلة التفاضلية 
هي مرتبة أعلى مشتقة في هذه المعادلة . والصورة العامة لمعادلة تفاضلية من 
المرتبة الأولى هي : 
f(x, y, y') =0‏ )1.1( 
حيث ؟ دالة في ثلاثة متغيرات × ,ل ,'ر. وبنفس الطريقة» فإن الصورة 
العامة للمعادلة التفاضلية من المرتبة الثانية هي : 
f(x, y, ¥, ¥) =0‏ )1.2( 
مثال (1.1) : 


المعادلة : 0= +y-*‏ ل 
هي معادلة تفاضلية من المرتبة الأولى . والمعادلة: 
2y" + 3y + xy - e =0‏ 
4s‏ 


إن بعض المعادلات التفاضلية سهلة الحلء فمثا ا لمعادلة: 
y-y =0‏ 
تمتلك الحجل: Jy = ce”‏ 
حيث » مقدار ثابت. ويكن تحقيق هذا الحل وذلك بإيجاد 'ر وطرح هذه 
امشتقة من ل للحصول على صفر. لاحظ أن هذا الحل العام يعبر عن مالا 
نهاية من الحلول بناءُ على القيمة التي نختارها للفابت .٠‏ ولكن إذا اشترطنا أن 
محقق الحل ما يسمى بالشرط الابتدائي وعو: 
y(xo) = Yo‏ 
يصبح الحل محدداً. فمثلا إذا اشترطنا أن : 
y(0) =1‏ 
فإن حل المعادلة 0 = ر - 'ر هو: 
y(x) = e”‏ 
ابتدائى اة القيمة 


تسم مسألة إمجاد حا معادلة تفاضلية مع شرط 
ی نت يى للمعادلة التفاضلية» 


الابتدائية (صرءاطهإم #ناة۷-لهنانم1) . لإيجاد حل تقريي 
نقوم بحساب قيمة ر عند نقط ععددة للمتغير × ولتكن : 


Kas.‏ و دن 
0 در Yo» JY1‏ 


ل معلومة. أما 
حيث النقطة رر ,ر×) هي الشر ط الابتدائي وبالتالي فهي e‏ 
القيم × فتكون عادة عل أبعاد متساوية بسافة 1 بينهاء وبالتالي فلأ 


Xx; = xy + ih 


14%6 


72 طرaıة Euler’s Method jÎ‏ 
باستعهال متسلسلة تايلور» نحصل على : 
م کک + y(x + h) = y(x) + hy'(x)‏ )2.1 
EE‏ الفترة [1 + × ,»]. إذا كانت 1 مقداراً صغيراً فبالإمكان 
استعال التقريب: 
y(x + h) = y (x)+ hy’ (x)‏ )2.2 
ويحتوي هذا التقريب على خطأ مقداره: 
مگ د 
ويعرف هذا الخحطأً بخطأ الصيغة الموضعي (۲٥۲۲ء 0١‏ :4٠نم‏ ل٥‏ 


التقريب (2.2) بطريقة أويلر. لتوضيح هذه الطريقة ندرس المثال 


مثال (2.1) : 
استعمل طريقة آويلر لحساب ر عند 
ولك باع ی 0.4 ,0.3 ,0.2 ,0.1 = x‏ 


في حل المسألة: 


نلاحظ م 
نا من الشرط الابتدائي آن: ‏ 0= ر 
1= 
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وبالتالي فإن : 
(0) ”ر (0.1) + y, = y)0.1( = y)0(‏ 
11 = (1+ 0 (0.1) + 1 = 
(0.1) ”ر (0.1) + (0.1)ر = (0.2)ر = رر 
1.22 = )1.1 + 0.1( )0.1( + 1.1 = 
1.32 = (1.22 + 0.2) (0.1) + (2.) ر = (۷)0.3 = ڕر 


Yy, = y(0.4) = y(0.3) + (0.1) (0.3 + 1.362) = 1.5282 


ملاحظة : 
الحل الصحيح للمسالة في المثال السايق هو 
)2.3( 
y(x) = 2e” - (x + 1)‏ 
: ة ,الد ط الابتداثي . وبالتالي 
ويكن التحقق من ذلك بالتعويض في المعادلة والشر ا a‏ 


يکن المقارنة بين هذا الحل الصحيح والحل التقريبي الذي 
آویلر وحساب اط )8 الجحدول التالي: 


لاحظ أن اليل الصحيح لي هذا الجحدول به تقريب .ما يكفي لغرض المقارنة. 
لاحظ أيضا أن الخطا یزداد کلما زادت ی أي کلہا ابتعدنا عن نقطة 
البداية» كما يتضح ذلك من الرسم (رشكل 2.1. 


شکل (2.1) 
من الناحية اهندسية » فإن قيمة المشتقة دا فة 2 
E‏ إن قيمة لمشتقة الأولى عند نقطة تساوي ميل الماس 
(x +h) = y(xo)‏ 
pe 5 £‏ 
a‏ 
وبالتالي فإن : )%0( y (x +B) 7 y(x) + hy’‏ 
وهذا یعنی أن 2 -“ =“ 
اراو ا اا ارپ النقطة (ط + ر×)ر بالقيمة (ط + رج) 7 


هو مبین بالرسم (شکل 2.2) . 


مثال (2) : 

الرنامج الفرعي التالي بحسب :()¥ ,... ,(3)¥ ,(۷)2 
وذلك بحل المعادلة التفاضلية: (۲ ,×)۴ = ۲ 

مع الشرط الابتدائي بأن: 


Y = ¥(1)‏ 
عند X = X(1)‏ 
علماً بأن طول الخطوة ٨1‏ هو من المعطيات وأن 1 - N‏ يساوي عدد 
النطوات حيث N‏ هي من المعطيات أيضا. 


SUBROUTINE EULER (X, Y, N, H, F) 
DIMENSION X(N), Y(N) 

DO 101=2,N 

Y(D = Y(I1- 1) + H* F(X (1-1), Y(I-1)) 
X(D) = X(I - 1) + H 

CONTINUE 

RETURN 

END 


س 
تمارین )1( 


کے 


حقتق الحل المبين أمام كل معادلة من العادلات التفاضلية الآتية وشرطها 


1 


استعمل طريقة أويلر لحساب لاء رلا وإ (بأخل قيمة 05. = 0 في 
بلعادلتين الأولى والشانية من ترين 1 وتارن الحل التقريبي مع الحل 
اله حیح . استخدم 6 خانات عشرية ف الحساب. 


بُ أن طريقة أويلر تكافىء استبدال 'ر بالفرق المقسوم : 
Y; = (Yi, 7 YI h‏ 


ما قيمة خطأ الصيغة الموضعي عند حل المعادلة: 1+ y' = 2x‏ 


بطربقة أويلر باستخدام 0.1 = h؟‏ 
بن بالرسم موقعي ل ,رل المتحصل عليه) بطريقة أويلر لحل مسالة القيمة 


الابتدائية : 
J = 2x, y(0)( =0‏ 
مع أخذ 0.5 = ط. قارن على الرسم بالقيمة الصحيحة. 
إذا كانت رر هي القيم المتحصل عليها بطريقة أويلر لحل المسألة: 
y' = ¬ 100y, y)0( =1‏ 
بين أن : )100 — 1( = y,‏ 
وأوجد قيمة الخطأً عندما: 
x=1,h =0.1‏ 
ماذا تلاحظ عن هذا الخطا؟ 


اکت ا ر ا 
برنامجا رئيسيا لحساب ل من 0 = × إلى 1= × بطريقة أويلر 
ستملا 01. = 1 وذلك كحل للمسالة : 


y' =x - ,”ر‎ y)0( =1 
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و طريفة متسلسلة تايلور 
للحصول على دقة أكثرمن طريقة أويلر» بالإمكان استعمال حدود أكثر في 
متسلسلة تايلور» وذلك على النحو: 


مثال (3.1): 
إحسب قيم تفريبية ل و عندما 
x = 0.1, 0.2, 0.3‏ 


e 0.)‏ 
2 
)( ٣ر _h"‏ کی پک ( 2 + y(0) =1 y(x, + h) = y(x;) + hy’(x,)‏ 
n! i‏ مستعملا 3 حدود من متسلسلة تايلور. 
فمل : إذا ١‏ عمال 3 حدود من هذه المتسلسلة› فإننا نحصل على : 
ت Î‏ )62 با آن ر + »× = ار فبالتفاضل نحصل على : 
y‏ ر“ + 0y‏ ۴ ¥ ب y=1l+y=1+x+Y‏ 
حيث كالعادة : وبتطبيق الصيغة (3.2) نحصل على : 
yı = yx), ...,y =‏ 
yı =1 + 0.10 + 1) + .005 (1 + 0 + 1) 1 = YX), ¥, = y"(K)‏ 
X1 = Xx +h‏ 1= 
3F ٍ‏ الموسعة xtended‏ 
ف الصيغة (3.2) اأحیانا باسم ور (1.11 + 1. + 1( 005. + )1.11 + 1( 1 + 1.11 = رy‏ 
e‏ 4 هذه الصيغة هو 
›Euler Method)‏ وال خطا الموضعي في )033 5- 
h3‏ 
پک ک8 
YO xs,‏ (124205 + 2. + 05. + )1.24205 + 2.) 1. + 1.24205 = و 
4 25 
لاحظ آنه حل المعادلة التفاضلية : )3.4( ا 
1 بالإمکا. . 
ED‏ و کان مقارنة اطا الناتج من استعيال 3 حدود في متسلسلة تابلور بال 
َة العالية : س ستعال َة ا لاک ے. ۳ 
۳ ل على ”ر من الصنيغة التالي )9 ااي طريقة يلر وذلك من الحل الصحيح (2.3) كيا في الجدول 


۴ ر اڭ 
y‏ 2 ا 153 
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0.01034 


0.02280 
0.0337 


تمارین )2( 
1 الکن y' = f(x, ¥), y" = g(x, y)‏ 
حیٹ ٤]‏ ,ع دالتان معلومتان (معرفتان في برامج فرعية) اكتب البرنامج 
الفرعي الذي يحسب: 
Yas eas Ye‏ 
من مسألة القيمة الابتدائية : 
y=): (‏ 
Yo = y(xo)‏ 


وذلك باستعال 3 حدود من متسلسلة تايلور. 


2 اخس YJ Ya YY,‏ باستعمال متسلسلة تایلور من 3 حدود» a‏ 


Y' = 2y +1, y)0( =0 


افترض 0.1 = 1 . 
3 ماهو الخطا الموضعى الناتج من حل المعادلة : 
y' = 2x +1‏ 
بطريقة تايلور بثلاثة حدود. 


4- أوجد قيمة تقريبية للجذ ر 2⁄ وذلك بحل المعادلة: ‏ 
Y' =1/(2y), y(0) =.1‏ 
h=06% 0f 1‏ 
رياضيا وعدديا بطريقة ويار الموسعة. افژض ان 0.5 
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4 الخطأ الكلي والتقارب في طريقة أويلر 

سین ااا الناتج من تراكم الأخطاء الموضعية من النقطة الابتدائية إلى أى 
نقطة بالخطأ الكلي . وبالتالي فإن الخطاً الكلي ,۾ هو الفرق بين الحل الصحيح ۷ 
والحل التقريبي ر في نقطة ما × أي أن: 

e; = Y; ¬ 

هذا الخطأً يع َ 

يعتمد على مقدار 1 (أي طول الخطوع . ولإ فة بين 

TT‏ لخطوة) . ولإيجاد العلاقة بين مط 


Yq, 2 Ya Pf (a Yo) 2 
n+ 


)4.1( 
ومن متسلسلة تايلور نجد أن. 
I‏ 
ag hf (x: Ya 2 Y" (n‏ 
8 ا 4.2 
(x n)‏ م 
f(x, Ya) = f(a? yq) + (Ya 7 Yn ay‏ (4.3) 
0 ۰ » 
| تقع بین × , ٤‏ أ ف 
Xa+1 ETT‏ ومام فتقع بین ړل ړل والآن بطرح )1 4( 
bh yr (E)‏ 0 
J2‏ 
f(X., Ya 7 f(Xa’ Yn‏ 
دمن (4.3) رز عل : ۰ فا ا 
(غ) ”چ ےط ۰ 
2 + |2 و +1 =e‏ 
بملاحظة أن 0 
1 ة ١‏ وحساب ري رم , , i‏ ّث 
ر من هذه المعادلة نجد أن 
فلذا کان ج ji=0‏ 7 
بحیٹ أن : ر > | )4.4( 


لجميع قيم × في الفترة [× «×] فإن: 
e, < Knh =K (x, — x) h‏ 
وبالتالي فإن الخطا الكلي في طريقة أويلر يتناسب طردياً مع طول الخطوة ۸ 
وبذلك يؤول الخطا إلى الصفر عندما تسعى 1 نحو الصفرء أي : 
0ط > e0‏ 


وهذه هی خحاصية التقارب )Convergence)‏ في حل المعادلات التفاضلية 
بالطرق العددية . 

من التاحية العملية»› نعتاج ال تقریب الأعداد 
حانات عديدة تفوق قدرة المجهاز في تمثيلها. وهذ 
g -Roundoff error‏ کلما صغرت 1 زاد 


پت 


نظا لعدم إمكانية استعمال 
اما يسبب خطا 


أعداد ذات 


(Stability Problem) لتر‎ all 7.5 


لدراسة مسألة استقرار الطرق العددية في حل المعادلات التفاضلية» ندرس 


المسألة التالية : 
yn, >0‏ = )0 سک 
AY, Y(0) = Yo‏ ¥ )5.1( 
الي تمتلك الحل الوحيد: 
Y = Yo e‏ 
)5.2( 
وبالتالي فإن : 
0 +۷ عن _ 
عندما ت ج × )5.3( 


وإذا استعملنا طريقة أويلر لحل المسألة (5.1) نحصل على : 
Yi, = Y; Fh fx y) = (1 > PD Yi‏ 
أي آن: 

y, = (1 Yo 

1 = ر (ط۸ - 1) = رو 
y= (1-0‏ 


با لمقارنة 
الم: 


)6.4( 
ن ا لحل التقريمي ر والحل الصحيح ¥ء فإن ل يجب أن تؤول إلى 
تسعى د إلى ما لا نهاية . وهذا لا بجحدث إلا عندماء 


^h <1‏ 1| و6 


ای ۔. 
ي عندما: 0<2h<2‏ 


يعرف هذا الشرط بشرط الاستقرار لطريقة أويلر. لاحظ من (5.4) أن 
نى حالة عدم تحقتق هذا الشرط فإن الخطاً (عندما × تسعى إلى ما لا نهاية) 
ل وو إلى الصفر. لاحظ أن هذه النتيجة تنطبق فق ط على المعادلة (1.) 
ال تعرف بمعادلة الاتبار حيث نختبر بها ما إذا كانت الطريقة العددية ل 
الأعادلات التفاضلية مستقر ة (#اطةا؟) أو غير مستقرة (عاطةاء«ن) أو مشررطة 
اللاستقرار Stable)‏ yااonditiona€).‏ وعلى ذلك فإن طريقة أويلر تعتبر 
مشروطة الاستقرار» والشرط هو (55). 


هة ت .h‏ 
1 _ أثيت أن الخطا الكلي تي طريقة تايلور بثلاثة حدود يتناس تح 


ف ط الاستقرار في طريقة تايلور بثلاثة حدود. 
2 وجك رطا دور ٠.‏ أن الخطا الكلي 


3 إذا كانت قيمة رر الابتدائية زات طا مقداره ر٥۰‏ فب 
فی ر (عند حل معادلة الاختبار بطريقة أويل) هو 


رة أويار 
1 وا کنر 3 = y(0)‏ استمم ان ر وزی 
ا في حل المعادلة لر ٠‏ یا اتج غ“ 
XX =‏ ایو 


لساب پر عندما 1 


۾ عندما 05. = 1 


ب عندما 0.2 h=‏ 


ا" 


6 الطرق الضıinة Implicit Methods‏ 
نعرف من المرهنات الأساسية في التفاضل والتكامل أن: 
y' (x) dx‏ کک ا )6.1( 
وبالتالي» فبالإمكان الحصول على صيغ لحل المعادلات التفاضلية باستعمال 
إحدى الطرق التقريبية في التكامل . فمثلا إذا استعملنا التقريب : 


(6.2) J y'0) ax = hy’) 


نحصل على طريقة أويلر من (6.1) ,(6.2) : 


Yir1 7 Yi ا‎ 


اا إذا استعملنا التقريب : 


(6.3) J y'() ax = hy 
“حصل بالتعويض في (6.1) على الطريقة:‎ 
(6.4) 0 
. 2 r وتعرف عاد‎ 
«بطريقة الفرق التأخر» حيث إنها تستعمل التقريب:‎ 
قريب‎ 


YJ Yir1 
تقریب الفرق المتاحر.‎ و٣‎ 
5; أا ذا استعملنا‎ 

قاعدة شبه المنحرف: 
[y + 9‏ 1 
dx = 2 i‏ (x)'ر‏ 
ننا ر 
: “حصل عل : 
[y+ yv‏ ٍ چ 


6.5) 


6.0 


Yı+1 7 Ji 


والتى إذا استخدمناها في حل المعادلة : 


y' = f(x, y) 


h 
(6.8( e IT 2 [f(x Y;) + f(r, ¥0 


توصف الطريقتان (6.4) و (6.7) بأ) من الطرق الضمنية لأن ال وجرد 
ضمن متغيرات الدالة ؟» وهو ما يجعل حساب إإإلمتعذرافي أغلب 
الأحيان. ومع ذلك» فإن هذه الطرق تستعمل أحيانا نظرا لزايا الاستقرار الي 


مثال (6.1) : 


تاق بوت شرظ): 
بن أن طريقتى الفرق التأخر وشبه ا منحرف مستقرتان (بدون شرط) 


نطبق الطريقة الأولى على معادلة الاختبار: 
Y' = f(x, y( = - Ay‏ 


Yi تڪ‎ Jj % AhYi1 ۴ 
(1+ ABD vy =, چ‎ 
Y= %0 آو:‎ 
1 + Ah 
ړلا‎ = 1 r Jo ر‎ 
(1+AM)? 


ة عامة : Jo‏ ت 
ا )1+۸( 7 Ya‏ 
ونظراً لأن ۸<0 و 1<0 فإن 1<1 وبالتالي فإن ۾« تؤول إلى الصفر 
عندما تسعی إلى ما لا نهاية» وهذا يعني أن الطريقة مستقرة بدون شرط . 
وبطريقة ماثلة فإن تطبيق (6.8) على معادلة الاختبار يؤدي إلى : 


h 
a HTD (f(x; A ¥0 
Ah 
E a Mi Yi 
xh _ | _ ائ ن مھ‎ 
+ a= E 


ومنہا نستنتج أن : 


_ 2 
Ya ( 2+ah/ 

وشرط الاستقرار بان رر تؤول إلى الصفر عندما تسعى د إلى ما لا نهاية 

يتحقق في هذه الحالة عندما. 

2h و‎ 

1= 
و الشرط يتحقق طالا إن 0 < زر وبالتالي فإن طريقة شبه المنحرفق 

مستقرة بدون شرط , 

1.1 طريقة أ 


Modifi 3 Euler’s Method ویلر المعدلة‎ 


تتطلب ا معاد 0 


٤‏ زل وهذا الحل لیس سهادٌ إذا كانت 
كر خحطية و ا 
لتاب . ف ل ولذلك نلتجیء 


0 
0.1) Yn =+ } [f(x yD + firs 9 
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حیث یرمز () إلى الدورة م. لاحظ أن هذه الصيغة تحتاج إلى قيمة ابتدائة 
ر ويكن الحصول عليها مثلا من طريقة أويلرء أي : 
Y= Y; +h f(x, Yy)‏ )02 
إذا تم استعم|ال دورة واحدة فقط في الصيغة (7.1) فإن (7.1) مع (7.2) 
تسمى بطريقة أويلر المعدلة . أي أن هذه الطريقة تتكون من خطوتين هما: 


)7.3( Pj, 7 Y; + hf(X;, y;) 


h 
Jira Yi F o (f(x, Y) + f(%;, P;,,)] 


حيث تم استعيال ,ص بدلا من إل لتسهبل الكتابة . تسمى الخطوة الأرلى 
من (7.3) بصيغة التنبؤ والخطوة الثانية بصيغة التصحيح › ولذلك توصف طريقة 
أويلر المعدلة بأنها من طرق التنبؤ والتصحيح (predicator- corrector)‏ . 


مثال (7.1) : 
استعمل طريقة أويلر المعدلة لحساب 


ایو زایا با 


J <y +e“, y(0) = 0, h = 1 


(x, y( = + م‎ 


: ف هذه الحالة‎ 
1 o + hf(xy, y;) = 0.1 
وبالتالي‎ 
J = Jo + A [f ۰ 
2 1600,0) + f.1, :1[ = 0.11025 
8 
J+ hf y) = 0.23179 
1 > h 
J+ A 
2 [f, Y) + f(xy, P2)] = 0.24368 


ملاحظة : 


الحل الصحيح للمسألة في مثال (7.1) هو: y(x) = xe”‏ 
ومن ذلك نحسب الخطاً ف J‏ د أي : 
e).1( = (.1) e - .11025 = 7‏ 


e).2( = ).2( e” - .24368 = 0 


مثال (7.2) : 
أحسب رل و رفي امال السابق بطريقة شبه المنحرف وقارن الخطأً بطريقة 


أويلر المعدلة . 


h 
YJ FYoF 2 (f(0, Yo) + f(x» ر‎ 
h h x 
و‎ (yo, + e”) + 2 +e”) 


ل إل الطرف الأيي» تخل مل: 


_ 1+2 م لے ے‎ +٤ 
E. 1 h2 ⁄ 1 — h/2 i 
y= 0 : ريض نحصل عل‎ 1 
ات 7ء = رل‎ 
اطا في هذه الالة هو د‎ 


e).1) = (.1( e" - .11070 = - .0018 


e.2) = ).2( e” - .24467 = ¬ .0009 
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ونلاحظ أن الخطأً هنا أقل من المتحصل عليه بطريقة أويلر المعدلة» وز 
متوقع حيث إن هذه الطريقة هي حالة خاصة من طريقة شبه ا منحرف. 
8 طريقة نقطة النتصف Mid-Point Method‏ 
التقريب التالي : 
fy’ (x) dx = 2hyı,,‏ )8.1( 
يسمى بتقريب نقطة المنتصف حيث يتم تقريب المساحة تحت امنحنى () ر 
من × إلى × بمساحة المستطيل المبين بالشكل التالي : 


بتطبيق (8.1) في حل المعادلة التفاضلية : 
y' = f(x, y)‏ 
نحصل على الصيغة : 


Jira 3 Yj ¥ 2h f Yi) 


8.2) 


. الطرف 
ر هزه الطريقه عن 
2 ت زوياة الس رف . تختلف هده a=‏ 

و ا ی اخخشات :ف يللب معرقة 03ا 
التي بی لنا دراستها حي الآن من حيث إن 
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ززلك تعرف مثل هذه الطريقة بطريقة الخطوتين لoطاءص‏ 0-9 . ویعني 
هذا أله #ب الحضول عل رلا بطريقة أحرى مثل طريقة أويلرء ثم نشخ دم 
طريقة نقطة المنتصف للحصول على بقية القيم رل. 


مثال (8.1) : ت 
استعمل طريقة نقطة المنتصف لحساب (2.)ر علما بأن: 


5. = (1.) ر ,0 = (0)ر 
y' = y + exp (x)‏ 


باستعمال طريقة نقطة المنتصف (8.2) نحصل على : 
(1105. ,۴)1 (2).1 + ول = رر 
e"( = .3‏ + 1105.) (2).1 = 
نلاحظ هنا أن حل هذه المسألة الصحيح هو: 


8.,., = ”م (2.) = (2.)ر 
أي أن الخطا المطلق هو ٠0.00115‏ 


مثال (8.2): 


ما هي مرتبة الخطا الموضعى 


في طريقة نقطة المنتصف 


وأيضا: 
ag‏ 
إذن: 
2 


h? - 8 
a WHE j hy, — 2N. |4 2h y F بو‎ 558 


ny + 0‏ - 2# + = 
اربع متا ا اسف فد ان ا رهي س ارب ی 
()0» وهي مرتبة حيدة إذا قورنت مثلا بطريقة اويلر. ولكر 


طريقة نقطة المنتصف هي عدم استقرارهاء كما يوضح المثال التالي: 


مثال (8.3) : 


ناقش مسالة الاستقرار لطريقة نقطة المنتصف . 


تطبيتق هذه الطريقة على معادلة الاختبار: 
0< ۷,۸ - = أل 


Jia = y; — 2Ahy, 


i+1‏ ممادلات الفر وف) 
حل لمذه المعادلة (وهي نوع من 
یکن الحصول عل 2 ّ 


بافنزاض حل على الشكل: 
وبالتالي فإن: 


إذن: 


باختصار ۲ نحصل على المعادلة : 


الى جذراها هما : 


لاحظ هنا أن : 


لجميع قيم ۸۸ الموحبة» وبالتالي فإن: 


f + 2Ahr ~1 =0 


r, = ~Ah + V \2h? +1 
r = ~\h ¬ V ۸2h? +1 
rl >1 


§ ت 
JY; = CF, + C2‏ 


سيسعى نحو ما لا نہاية مع تذبذب بين السالب والموجب عندما تزداد قيمة ¡ 
لأن رع < ١‏ وبالتالي فإن طريقة نقطة المنتصف غير مستقرة على الإطلاق. 


ملاحظة : 


لاختبار تأثیر عدم الاستقرار على النتائج المتحصل عليها من طريقة نقطة 


0= 
النتائج . 


0.36785 
0.1353 
0.04978707 
0.01831564 
0.067 


0.00248752 
0.00091188 
0.0003356 
0.000123409 
.0000454 


اتتصف» نكتب برنامجاً للحصول على حل للمعادلة لر - = ري 1= (0)ر من 
× إلى 10 = × بخطوة مقدارها ۸ حيث 1. = ط. والحدول التالي يبين هذه 


0.3665 
0.135 
0.05152451 
0.02248718 
0.01778869 
- 0.0329 
0.08188403 
0.2200514 
0.5963729 
1.68120 
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لاحظ هنا أن الحل العددي بل يتاقص عندما 6 > × ولكنه يدا ن ار 
Te‏ 


ذلك 


1 


الشكل (8.1) 


9 الصيغة العامة للطرق العددية 
يكن وضع الطرق العددية المستعملة في حل المحادلات التفاضلية على 
الصورة: i‏ 


Jik 3 O (Xp Yio << Xi irk) 
. هو عدد النطوات. فمثلً في طريقة أويلر (1 = ») د‎ K حيث‎ 
% (x; Jo Xp Yi) = Y; + hf(X;, Y) 


وني طريقة شبه المنحرف (1=») و 


% (x, Yk 3 h 
7 e ¥ = ر‎ + a fp Y) + 2 f(x 


1 1+17 i+) 
و‎ K<2 أما فى طريقة نقطة النتصف فإن‎ 
% (%; y 


X1 Yi) AE 2h (K1 Yi)‏ ا 


168 


: نلاحظ أيضاً أن الصورة العامة للدالة 4 هى‎ 
(9.3) Û (Kp Yi <<< Xie irk) 7 oi F %1 Yi FF OY 


i+k—| 
8 B,hf (i y7) 1 BEX; ولا‎ 


Feat Bk hf Sy: el 


آي أنه في طريقة أويلر 1 = » ,1 = م8 وبقية المعاملات أصفارء أمافى 


طريقة نقطة المنتصف حيث 2= فإن 1 = ره 0= «Bo =0 «a,‏ 2= ,8<- 


0= 8. 
ك| يلاحظ أن الطريقة (9.1) تعتبر ضمنية اهنامص!] إذا كانت 0 8# 
وتعتبر طريقة صريحة (۲|٥:اص×۴)‏ عندما يكون هذا المعامل صفراً. 
إذا طبقنا الطريقة العامة (9.1) على معادلة اختبار الاستقرار: 
0< ۸,۸ - = ال 


: نحصل على‎ 
Y= (ay 7 AP Bo) Y; + (®, > AhBD Yin * 

(9.4) + (u, ABB, Yak 7 PPB kei 
للحصول على حل لمعادلة الفروق (9.4) في الصورة:‎ 

(6.5) y= 


نعوض هذه | لصيغة في (9.4)ء لنحصل على المعادلة: 
k=l‏ 
p(r) = (AhB, = a) + -.. + (PBx-1 IF‏ 
ے k‏ 
AhB, =0‏ + 1( + 0.0 
دهي معادلة متعددة| ك ت . 
د لحدود من الدرجة » وبالتالي لما عدد » من الحذور هي : 
‘k‏ 


تسمی (9.6) بجتعددة الحدود الذاتية. فمشلاً في طريقة أويلر (1=ع 1 = ر8 


ارخ ا 


1= ره» 0 = ,8) نحصل على متعددة الحدود من الدرجة الأول : 


| y= لاحظ أن الحل هو:‎ 
p(r) =r + (Ah ~1) =0 


قارن بين الحلول العددية مع التعليق . 


التي تمتلك الحل الوحيد: 3 أكتب برناجاً لحساب ل عند النقاط : 
x= 1, 2, 1 r =1 ^h‏ 
وکمغال آخر فإن (۲)م لطريقة نقطة المنتصف يكن الحصول عليه وذلك بطريقة أويلر المعدلة لحل المعادلة : 
ملاحظة أن 2= )» 1= ر 0= ره 2= ,8< 0= B, = B,‏ 1+ ”= ر 
y0) = 0 p(r) = r? + 22hr - 1‏ 


4 المعادلة في تمرين (3) بطريقة نقطة المنتصف. لاحظ أن | 
من تعريف الاستقرار» يمكن استنتاح أن أي صيغة عددية لحل المعادلات حل المعادلة في تمرين (3) بطريقة لحل 


IN‏ 2 الصحيح 
التفاضلية تعتبر مستقرة إذا كانت متعددة الحدود (۲)م الخاصة بها تمتلك جذورا ,؟ y = tan (x) e‏ 
ا NEE‏ 67 لذلك فبالإمكان أخذ: )0.1( y, = tan‏ 
2 = 
٤ 0‏ قارن بين الحل العددي والحل التحليلي (الصحيح). 
لاحظ أن الجذور ۲ تعتمد على » حيث: ٤ E‏ 
ن ا دور ¡ n‏ 5 أكتب البرنامج في تمرين (3) بطريقة نقطة المنتصف بدلا من طريقة أويار 
اف ا کو یھ یا کن و 2و و کا العدلة مع افتراض (0.1) مها = رر 
ولذلك وجب ان 2 ا 6- بالامکان ال : ا ٤‏ 
٠ ES‏ #مكان التعديل في طريقة نقطة المنتصف حتى تصبح أكثر استقراراً : 
الصيغة المستعملة مستقر وذلك على النحو التالى : أ 
وک س کک ی * 
h e‏ 
تمارین (4) 8 Pı=Y; + 7 fp YD‏ 
ر الفرف 
h ( 3‏ 
1 استعمإ متسلسسلة تايلور لإعهاد مرتبة الخعطا اموضعي في رة Y2, + Bf F 2 PD‏ 
a‏ قة أويلر المعدلة . 2 
الخلفی «ب» شبه انحرف «ح» طريقة أويلر ا ری طرق طبق هذه الطريقة لحل المعادلة: 1= (0)ر 2y‏ - = ر 
2= استعمل «أ» طريقة الفرق e‏ وحل المسالة: مستعملا: 0,1,2 i=‏ 
ch = a‏ 
أويلر المعدلة» لساب رل ررر بأخذ 5. h=0.1‏ 
Y' + xy = x3 + 2‏ , 
x‏ ما هو شرط الاستقرار في هذه الطريفة 
y(0) = 0‏ ستقرار في هذه الطريقة؟ 


171 


170 که 


رحا مستعملا متسلسلة تايلورء اذ 


س مرتبة الخطاً ال . 
الطريقة في حل معادلة الاختبار: ١ 1 Ay‏ معي فزي 
= 


«د» أكتب البرنامج 


الفرعي الذي يستعمل هذه الط ر : 
yُ 2 f(x, y(‏ . سروه ي 


حل 
7.10 طريقة مئj Milne’s Method‏ 


إن هذه الطريقة هي أكثر دقة من الطرق السا 
سمبسن في التكامل العددي: 


(10.1) 7 g(x) dx = 1 |2(x) FHF [(ر*(2‎ 


بعة وهي تستفيد من طريقة 


حيث الخطا الموضعي في هذا التقريب هو: 


کَh‏ 
g0 ©‏ 3“ )102( 
فإذا وضعنا 
(ر y' = g)×( = f),‏ 
نحصل على : 
)10.3( 
ارہ + y+ 2 f + 4fi‏ = ولا 
 .‏ ر ذات خحطوتین؛ 
حيث ٤‏ هي رر ,»). نلاحظ هنا أن (103) صیغة e‏ ا 
وبالتالي نحتاج إلى صيغة تنبؤ. وقد اقترح ملن استعال الصه 
الغرض : 


(10.4 
ع‎ 4h 
Pia Ya + 2f — f + 2f, 


وييكن الحصول على هذه الصيغة من التقريب : 


٣ Y= p(x) dx 3 
172 2 


کک 


حیث (×)۲ هي متعددة حدود الاستكم|ال من الدرجة الفانية لانقط 
۷( ل۷ ب»). أنظر رين (1) من بجموعة تمارین 
(5) والأشكال (10.1) ,(10.2) للتوضيح . 


شکل (10.1) اشتقاق صيغة التنبّو ني طريقة ملن 


(٭) ر 


شکل (10.2) اشتقاق صيغة التصحبح في طريقة ملن. ٠‏ 
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لاحظ أن طريقة ملن في التبؤ تتكون من 4 خطواتء أي أن حساں 
مثلا يتطلب معرفة ڕلإء ولإء لاء ۷. Js ٤‏ 


مال (10.1): 
أكتب برنامجاً فرعياً بحسب : 


وذلك باستعمال طريقة ملن في حل المعادلة : 
y' = f(x,y)‏ 
y)x,) = y,‏ 


ا اعتبار أن رلا ولاه ولا ورل ړل ږ× قدتم حساا في البرنامج الرئيسي. 


SUBROUTINE MM (X, Y, N, H, F) 
DIMENSION X(N), Y(N) 

F2 = F(X(2). Y(2)) 

F3 = F(X(3) , Y(3)) 

F4 = F(X(4), Y(4)) 

DO101 =5, N 

P= Y(I1 - 4) + (4° H/3) * (2* F2 - F3 + 2° F4) 

Y(D) = Y(I - 2) + (H3) * (F3 + 4° F4 + F (X(1), P)) 


P= F3 

B = F4 

F4 = F(X 
0 E 

RETURN 

END 

7.1 طرق رilج Runge-Kutta Method |g‏ 
: نے زلخیلاء إلا أن آثاد 
تضم هذه الطريقة بجموعة من الطرق ها مراتب غتلفة ر ري 
هذه الطرق هي ذات المرتبة الخامسة في الخطأ الموضعي آي ( )0 ۰ 


الصيغة التالية : 
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حل المسألة: 


y' = f(x, y), (x) = y, 


)i = 0,1,2, ...( أحسب:‎ 
k, = hf (X;, A) 


k, = h f(x, + h, y; + kڊ)‎ 


= ل + و‎ )k, + 2k, + 2k, + k( 


مثال (11.1) : 


احسب ر بطريقة رانج کوتا إذا کان 


y' = e - ,و‎ y)0( = 0, = 1 


في هذه الحالة : 


f(x, y) = ٠-y 

k, = h f(0, 0) = .1 

k, = hf(O + .12,0 + 1/2) = 1 
بے‎ 9 

09061679 


05 _ ,05( 


k, = hf(O + .12,0 + .0901229/2) = 
k, = hı f(1, 09061679) = .0812 


k = 
Jı =Yo* (k,+ 2k, + 2k * 9 
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.0904833 


(11.1) Yi+1 


ملاحظات : 


مثال (11.3) : 
ااا ار وو أكتب برنامجاً فرعياً لحساب (1 + 1) ¥ من ۷)1 و ()× بطريقة رانج 
y(.1) = (.1) exp (-.1) = . 04834‏ كوتا لحل المعادلة Y' = F(X, Y)‏ 
4 واستعمله لايجاد قيمة لإ عند 1 = × في حل المعادلة لإ× = "ر ,1 = (0)ر. 
وبالتالي فإن الخطاً في هذه القيمة التي محصلنا عليها بسيط جدا وني حدود (في هذا البرنامج الفرعي أطلق على (1 + ۲)1 اسم YN٤۷‏ واطلق 
2.. وهذا يدل على الدقة العالية التي تتمتع بها طريقة رانج کوتا. إلا نا 


الاسم ۲01٥‏ على (۲)1) . 
يجب ألا ننسى أن المجهود الحسابي في هذه الطريقة هو مشلا ضعف المجهود ني 


طريقة أويلر المعدلة حيث إن كل خطوة في طريقة رانج كوتا تتطلب حساب 


SUBROUTINE RK4 (X, YOLD, YNEW, H, F) 
REAL K1, K2, K3, K4 e: 
أربع مرات بينها يتم ذلك مرتين فقط في طريقة أويلر المعدلة.‎ ٤ الدالة‎ 


K1 = H*F (X, YOLD) 

K2 = H*F (X + H/2, YOLD + K1/2) 

K3 = H °F (X + H/2, YOLD + K22) 

K4 = H*F (X + H, YOLD + K3) : 

YNEW = YOLD + (K1 + 2°K2 + 2* K3 + K4)6. مثال (11.2) : ا فة‎ 

بين أن طريقة رانج كوتا تؤول إلى طريقة ملن (خطوة التصحيح) ف END‏ 
المعادلة : الرثيسي لحل المسالة وإججاد قيمة لر عند 1 = × كا يل : 


EXTERNAL F ل‎ 
X=0 . تعتمد على × فقط‎ ٤ أي عندما‎ 
Y =1 د‎ 
H =0.1 
10 CALL RK4 (KX, Y, YN, H, F) k= 
x = X +H h f(x) 
IF (X. GE. 1. 0) GO TO 20 
ا‎ 2 hf + ر2‎ 
GO TO 10 
20 WRITE (°, °) ¥ k= hf + Ms 
STOP 2 
END لډ‎ 
حظ أن هذا الرنا‎ 


دفي هذا الثال الالح ف 2 توي عل برنامج فرعي لتعريف الدالة ۴ي 1 


البرنایج 


y' = f(x) 


قي هذه الحالة : 


k> 
hf + h) 


أي أن وم = ر وبالتالي فإِن : FUNCTION F (X, ¥) h‏ 
| 6 


F=X*Y ) h 
RETURN h i * 4f(x, + 2 (+ + | 
END ' هة ملن بخطوة مقدازها ج‎ 1 
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a ay 4 h [ 


مثال (11.4) : 
بين أن طريقة رانج كوتا ها خطا موضعي من المرتبة الخامسة عند حل 
المعادلة ر = 'ل. 
نلاحظ ولا أن ر = 'ر تعن أن: ...= ”رک ل لر 
وبالتالي من متسلسلة تايلور: 
n2 3 n“‏ 
J TBF Yi OD‏ 


ومن طريقة رانج كوتا» نحصل علل ”ر (أي القيمة التقريبية ل ر 


k 5 hf (X;, Y;) 8 hy; 


h 2 3‏ ا 
ر در مرو لک وڈ را 
k, = hf 3‏ 
کف + + + Fi r kJ ag‏ 
* 
A f | 3‏ 
و8 + e MY + hy; + hy, + hy, + hy,‏ 
4 3 
کط_ قح + hy. + hy‏ + 
i HE aE /‏ 
J+‏ 
i 6 hy] + 1L 3 dL 3 1 hy‏ 
[hy] + n'y + [4‏ 
گے Ji + hy + + ٣‏ 
لاهج 6 أ 
انه بتناسب ©٣‏ 


y E‏ نری باد 
ومن تعريفنا الالخطا الموضعي بأنه الفرق بين 19+ 
1ط وبالتالي فهو من المرتبة الخامسة . 


تمارین (5) 


ات طريقة ملن (صيغة التصحيح فقط) لحساب ل عند × = 2 3ء 
بحل المعادلة ر - = "ل واعتبار: 
y)0( = 1, y).1( = .904843‏ 
بن أن صيغة التصحيح ني طريقة ملن (قاعدة سمسن) غير مستقرة. 
اکتب برناتجاً لحساب ل عند × = 4ء 5 6 e...‏ 1 بحل المعادلة: 
y' = xy” +1‏ 
y(0) =1‏ 
وحساب (1.)لرء (2.)ر» (3.)ر بطريقة أويلر المعدلة مستعملاً 05. = 1ط 
في طريقة أويلر المعدلة وثم0.1 = ط1 في طريقة ملن. 
أعد كتابة البرنامج في تمرين -3- مستعملاً طريقة رانج كوتا بدلا من 
طريقة أويلر المعدلة. 
ن 
حب لا عند × = 1. ,× = 2. بطريقة رانج كوتا في حل المعادلة: 
y)0( =0‏ ,1+ ”ر = y'‏ 
y = tan )×(‏ 
بین أن : 
2 م 2 
1> | + --8 + #4 - 1| = ))4( 


هو الشرط في الات : 
2 ب الاستقرار ي طريقة رانج كوتا ((ط = #). حاول تحديد 
+ د قيم مختلفة ل 4ء ورسم .٥)4(‏ 
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2 حل المعادلات التفاضلية الآنية 


كثيرا ما تواجه الدارس ف العلوم الطبيعية معادلات تفاضلية آنية 
differential equations)‏ taneousاSimu)‏ على النحو: 


yُ " f(x, YY, u) 
(12.1) u = g )x, ۷, u( 


وهما معادلتان تفاضليتان في جهولين هما ر ,ا وكلاهما يعتمد على المتغير×. 
في هذه الحالة نحتاج إلى شرطين ابتدائيينء أي : 


y (xo) = yo, U (xo) = Uo 


مثال (12.1) : 


استعمل طريقة أويلر لحساب ب ,نا عند 1. = × من المعادلتين: 


y' = xy +u 
u’ = uy +1 


y(0) = 0, u(0) = 1 والشر‎ 


نلاحظ هنا أن : + xy‏ = )س 1y,‏ 


8, y, u) 


Tuy +1 
(1) > y(0) + n a إذن بطريقة آويلر:‎ 


.1( > 
1(0) + (1) (0; 0,1) = 1.1 
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مثال (12.2) : 


y (.1) = y(0) + (.1) f(0, 0, 1) = 0.1 


T (.1)= u(0) + (.1) g (0, 0, 1) = 1.1 


وهي القيم التقديرية ويتم تصحيحها بالآتي : 
y(.1) = y(0) + @ [f(o, 0, 1) + (0.1, 0.1, 1.10]‏ 


= (.05( (1 +1.11( 
= (.05( )2.11( 
= .1055 


u(.1) = u(0) + GD [g(0, 0, 1) + g(.1, .1055, 1.1] 
= 1 + (.05) [1 + (1.1) (.1055( + 1] 


= 5 


مثال (12.3) , 


اس ê‏ 
لكل طريقة راج كوتا لكتابة برتامج فرعي لمل العادلتين (12.1) من 


نقطة الابتدائية 


X(1), ¥(1), U(1) 


X(N), ¥(N), U(N) ةطتiل إل‎ 


sUBROUTINE RKM (KX. Y. U,F, G,H,N) 
REAL K1. K2, K3, K4, L1, L2, L3, L4 
pIMENSION X(N). Y(N), U(N) 


DO 101= KN ج‎ 
xI = X(D) 
YI = Y(D) 


UI = U(D) 
K1 =H?” F (XI. YI. UD) 


Lı = H * G(XI, YI. UD) 
x2 = H* F (XI + H/ 2. YI + K1/2, UI + L1/2) 


ı2 = H * G (XI + H/ 2. YI + K1/2, UI + L1/2) 
x3 = HF (XI + H/2. YI + K2/2, UI + L2/2) 
13 = H * G (XI + H/ 2. YI + K2/ 2, UI + L2/2) 
K4 = H* F (XI + H, YI + K3, UI + L3) 
L4 = H* G (XI + H, YI + K3, UI + L3) 


X (I + 1) = X (1) + H 
Y(I1 +1) = YI + (K1 + 2 * K2 + 2 * K3 + K4)/6 


U(1+1)= UI + (L1 + 2° L2 + 2* L3 + L4)/ 6 


CONTINUE 
10 RETURN 
END 


3 المعادلات التفاضلية من ر تبة e‏ 
الشكل العام للمعادلات التفاضلية من المرن 
کک 'ر. تعتبر هذه امعادلة 
e‏ 
“I 2 all z‏ تة لمشتة ي A‏ 
را اکان یل الاه ال سی این کل سا 
لمرتبة الأولى وذلك بأخذ: 


u=y’ 
u' = y” = 8(x, y, u) : وبالتالي فإِن‎ 
J' =u : أي ان لدينا المعادلتين‎ 


Uu' = E(x, y, u) 


وهما حالة خحاصة من (12.1) حيث هنا: 


f(x, y, u) = u 
لاحظ أن حل معادلة تفاضلية من المرتبة الثانية یتطلب شرطین ابتدائیین‎ 
ھہا:‎ 
y(xo) = Yo: Y (<o) 7 "o 
وف هذه الحالة فإن المسألة تعتر مسألة قيمة ابتدائية وهي النوع من المسائل‎ 
الذي سندرسه هنا. أما النوع الثاني فهو ما يسمى .عسألة القيمة الحدية‎ 
: وفيه تتحدد القيم‎ (boundary-value problem) 
y(xo) = Yo: Y(*n) 7 Ya 
[ أي النقطتين عند الحدين للفترة‎ 


. [Xo * 


مثال (13.1) : 


احسب لإ عند 1.=× و2 


=× باستعمال طريقة أويلر في حل المسألة 
الابتدائية : 


y'0) = 1‏ ,0 = (0)ر ,0 = + "ر 


y' =u 
u = -y : وبالتالي فإن‎ 
y = f(x,y, u) =u آي آن:‎ 
u = g(x,y, u) = —y 

وعلى ذلك : 


y).1( = y)0( + ).1( )1( = 0.1 
u(.1) = u(0) + (.1) (y,) = 1 
y(.2) = y(.1) + (.1) (1) = 0.2 
u(.2) = u(.1) + (.1) (-.1) = 0.99 
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لاحظ أن حل المسألة هو: 
y = sin (x)‏ 
آي ان القيم الصحيحة هي : 

y(.1) = sin (.1) 7 0998 
y).2( = sin(.2) = . 186 


مثال (13.2) : 


استعمل طريقة أويلر المعدلة لحل المسألة السابقة . 


ü (.1) = u(0) + (.1) (= yo) = 1 

y(.1) = y(0) + (ہ)ں| د‎ +u (.1)| = 0.1 
٤ AF 

5 = |(1. )ر = (0) رس + (0)ں = u).1(‏ 


u ).2( = u) .1( + ).1( )-y).1(( = .985 
Y(-2) = y(. ت‎ ë 
y).1( + ت + (1.) ەس‎ ).2(| = .9 


ا ت¿ لحساب 7 
لاحظ هنا استعهال ت كقيمة تنبؤية وليست هناك حاجة لحساب 


مثال (13.3) : ِ 
۲ قيمة ر عند 1. = × من المعادلة 


¥ +y =0, y0) = 0, (0) = 1 


بطريقة رانج کوتا. 


kı = huy = 0.1 


n‏ کے 


€, = - hy, = ¬ (1) (0) = 0 
k, = h(u, + €,/2) = (.1) (1 + 0) = 01 
= h (Yo * 2 ).1( )0 + .05( = - .5 
k, = h(u, + €/2) = (.1) (1 ¬ 0025) = 095 
€, = — h(y, + k2) = > ).1( ).1/2( = - .5 
k, = h (u, * €) = CD) )1 - .005( = .5 
€= ho + kK) = 7 ).1( ).09975( = ¬ 5 
y).1( = y)0( + [k, + 2k, + 2k, + k(6 = 0998333 

لهي قيمة قريية جداً من الحل الصحيح : 
y).1( = sin ).1( = .09984‏ 


چ ب ا ر 
تمارین (6) 
2 ای و و ر 
t= .1, 2, 3‏ 
عن المعادلات الأنيع , 
u' = u ¬ ۷‏ 
v= -—u+v‏ 
اه . 
الابتدائیین 1 = (م)ں و0 = (۷)0 

1 2 
بعريقة أويار «ب» بطريقة أويلر المعدلة 
بطريقة رانج كو (د) بطريقة الفرق التاخر 
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: قارن الحلول مع الحل‎ 
u = 0.5) + e 
v= 0.25 (e ۹ e*( 


بن أن المعادلتين في تمرين (1) يكن وضعهيا على النحو: 
Y= AY‏ 


ومن ذلك فإن طريقة أويلر تكتب على النحو: 
Y= CY,‏ 


أوجد المصفوفة €. كذلك أوجد المصفوفة ١‏ في حالة استعمال طريقة 
الفرق المتأخر وطريقة شبه المنحرف. 
استعمل h‏ طريقة أويلرء«ب» طريقة أويلر المعدلةء«ح» طريقة رانج 
کوتا. 
لحل المعادلة التفاضلية (عند 1. = 2,۲. =ا). 

y+ y' + 3y = 


y(0) = 1, y'(0) = 2 

5 أ ذلك بحل 
برامج فرعية لحساب اا ,۷ عند × حيٹ 1 من 1 إلى وذلك 

المعادلتين : 


u = 
f(x, u, Vv), u(x) ك‎ o 


= g(x, u, v), v(x) = vo 
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بطريغة أويلر. ب) بطريقة أويلر المعدلة. ح) بطريقة رانج كوتا. 
و أعد كتابة الامج الفرعية في تمرين 4) لحل « معادلة تفاضلية مع مم 


شرط ابتدائي . 


إكتب بناجا فرعياً لحل نظام من العادلات التفاضلية الخطية بطريقة فش 
المنحرف. (لاحظ أن مثل هذا الرنامج يتطلب برناعاً فرعياً آخر لااد 
معكوس مصفوفة . استعن بتمرين (2) في الحل) . 

7 المعادلة التالية : 


cC 8 c0 =‏ 
0= 0 ہزی کے + ھگ ر" 
mê 7‏ + "0 


تصف حركة البندول كا في الرسم التالي : 


9 


استے | 2 
طريقة مناسبة لإإيجار 0)0 ابتدا 


T 
')0( = 0,0) = 4 ر ۶ن‎ 
O a 
۴ = m€ استخدم 1 ے ار‎ 
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س (1) 


س (2) 


س (3) 


س (4) 


س (5) 


: أكتب برنامجاً للمقارنة بين الحل ال 


اختبار غوذجي )1( 


الزمن : 0 (ساعة ونصف) 


: أكمل ما يلي 
تعتر طريقة .......... ذات استقرار مشروط أما 
طريقة .......... فهي غير مستقرة على الاطلاق بين تعتر 
طريقة ب ب رة نون شرط: 


ا طريقة أويلر المعدلة لتقدير ل عند 1. = × من 1 = (0)( 


والمعادلة 1 = ر'ر. (استخدم 4 خحانات عشرية في الحساب). 
“هد ر للمعادلة 


و ات ر والغرط 1 = (۷)0 والحل العددي بطريقة أويلر عند 
1 = × بأحذ قيم ختلفة لمقدار الزيادة ۸ بحيت ٠‏ 


تاقيم ;¥ 
ر لاذا تعطي طريقة رانج - ر م 
يم عند حل المعادلة چ4 = 'ل. 


المنحرف ٠‏ 
> أوجد مرتبة hi‏ الموضعي في طريقة شب 
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لفطل فان 


صسانل القيم الححية 
Boundary-Value Problems‏ 


81 مقدمة 


مسائل القيم الحدية هي ذلك النوع من المسائل التي تتحدد فيه المعادلة 
التفاضلية وقيم المتغير ‏ عند قاط |اzÈkدg (boundary points)‏ . فمثلا المعادلة: 


y =f(x,yy),a <x <b 


a.) 
: مع القيم الحدية‎ 
(1.2) y)a) = ¥ y(b) = Yo 
حیٹ‎ 
ا 8 يم معلومة . . تعرف (أي المعادلة مع القيم الحدية) بمسألة قیم‎ 
والغرض م.‎ 
۱ من حل مسالة | الحدية عددياً‎ 
او 2 هو إتجاد قيم تقريية للمتغير و‎ 


x, = x + ih, Xo 7&8 


bza 
a 


آي ان: 
x =b‏ 
وبالتالي فإن عدد المجاهيل هو 1 - ١‏ قيمة» وهي : 
E,‏ 9“ ¥29 ¥ 
Yo = Y (xo) = Yq‏ 
Yq = y(X,) = ¥,‏ 


8.2 طريقة التصويب Shooting method‏ 
تعتمد هذه الطريقة على تحويل مسالة القيم الحدية إلى مسألة قيم ابتدائية 
وذلك بإيجاد (ر»)'ر التي تحقق القيمة الحدية وء 


مثال (2.1) : 
استعمل طريقة التصويب لحل المعادلة : 


×2 - = ر + ر + "ر 


مع الشرطين الحديين : 


y(0) = 0, y1) = 2 


نحري أولاً التحويل التالي: 


yJ' =u 
(ں + ر + ×2) - = ال‎ 
د اق الكيا:‎ 
حل هاتين المعادلتين كمسالة قيم ابتدائيةء تتوفر له‎ 
¥ =0 
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ولکن را مجهولة . نحاول اوا تقدیر رلا عشوائاً ولیکن مغلا : 


المحاولة الأولى : 


U, = 2 


نستعمل لي هذا الثال طريقة أويلر المعدلة أو أي طريقة أحرى مناسبة مع 
افراض 0.25 = ۸ط لنحصل على : 


U j, 2 U F Bg (Xj Yj ) 


YY + 2 [u, 8 ا‎ 


3 
Uj; 2 U + 2 


[E(x Yo U) + B+ Jir? 0) 


0 (س + y‏ + 2% - = (س ,ر ,»)ع 
وما أن 
h = 0.25, xo = 0, xX, =1‏ 
4ے لے 
ی انا وو ا 
نحتاج حا 

Yo Y2 Y3 ¥4 e 

وبعدھا زی 


فإن ال ولة الأول قر : 2= y)1(‏ = ڕy‏ 
قَقَرَ تجحت. آي أن اختيارنا لق 2 
يارنا لقيمة رن | لمجهولة قر 


8 4 


المحاولة الثانيةء ولتکن 
تعطي التتائج التالية : 


إلى محاولة أخرى عشوائية. 


u = ¥ )0( =6 


5 = إل 

7 = رلا 

2 = ول 

Y4 = 8 

آي آن: #2 J4‏ 

وبالتالي فإننا نحتاج إلى حاولة أخرى» إلا أن هذه المرة لن تكون ماولة 

عشوائية» ولكن نستعمل طريقة القاطع (أنظر الفصل الأول) للحصول على 

قيمة قريبة من القيمة الصحيحة . نلاحظ أن رر رفي هذه الحالة ل) تعتمد على 
القيمة التي نختارها في البداية (أي رر). هذا يعني أن: 


2.1) y= 
: أي أن رر دالة تعتمد على مر. إذا افترضنا أن هذه الدالة خطيةء أي‎ 
2.2( 
ya <m+ کرلک‎ ٩ه‎ 00 
فإن:‎ 
ی‎ 8)6( - ۵)2( _ 3.0648 - .52 
6-2 4 
= 54 
m= %6) - 6&6 
= 3.0648 - 6 ).5324( 
= 3.0648 - 3.1944 
= - 12%6 


والآن لإجاد قيمة رل التي تجعل ل تساوي 2ء نجري العملية : 
6 1296. +2 


J7 s24 524‏ 
باستعمال هذه القيمة في المحاولة الثالثة (أي 4 = رم : 
y= 5‏ 
15ل 
5 = ول 
Y4 =2‏ 


e‏ فإن هذا هو الحل الصحيح حيث إن رل تحقق القيمة الحدية 
به. 


ملاحظات . 

س (21) لماذا سمت هذه الطريقة ية التصويب» حيث 

2 ا پر يب» حح 
ت الثلاثة التي تم الحصول عليها بثلاث محاولات لقيمة رر . 


لاحظ أن ' 
مو ميل المماس للمنحنی (»)ر عند النقطة م×. هذا الميل يكن 


دور 


اعتباره ميل فوهة المدفع (أو البندقية) في محاولة إصابة هدف على بعد کیلومترواحد 


(مثلا)» أي أن 1 = × وعلی ارتفاع 2 کیلومتر (مثلد) أي أن 2 = پر. باستعیل 
الميل 2 = رر فإن التصويب كان تحت اهدف وباستعمال میل أعل 6 = رر کان 


التصويب فوق الهدف» ولكن باستعمال اليل الواقع بينها 4 = رو كان التصويب 
عند الهدف تماما 


(2) لاحظ في الخال السابق أن ثلاث محاولات فقط كانت كافية لإجاد الحل, 
بالإمكان تعميم هذه النتيجة على المعادلات الخطيةء ولكن الأمر ليس صحيحا 
إذا كانت المعادلة غير حطيةء ولا بد من استبدال الشرط (,×)ر = لر بآخر 
تقريبي » آي نشرط أن (ي»×)ر = ړل. 


والخوارزمية التالية تلحص بتحديد أكثر طريقة التصويب: 


€ 5 - 

1 حدد المعطيات : الدالة ع والقيم الحدية (ر×)ر و (,×)ل ورقم a‏ 

والحد الأعلى لعدد الدورات التكرارية ×" وقيمتين » و8 یبر 
للقيمة المجهولة (ى×)'۷. 


: حل مسالة القيمة الابتدائية‎ -2 
Y= g(x,y, y’) 
y (x) = Yo: ¥Y'(xo) = «a 


َة العددية) ٠‏ 
ولیکن الناتج عند ,× هو پولا (لاحظ عدم تىريد الطريقة 4 
ج 0 الائ ونوا 
۴ الناتج 
3 قارن بین (×)ل و لذا کانا قریبین في حدود ع إطبع 


مستعملا ر ولیکن الناتج ٠‏ 
4- حل المسالة قي الخطوة 2 ولكن 2 8 = × 
: د 
ی ذا کانا قریبین ك 
5 _ قارن بين الحل الصحيح (.>)۷ و پر بحیٹ إذا 


اطبع الناتج وتوقف . 


6 أحسب قيمة جديدة للمجهول (ه×)'۷ من طريقة القاطع» اء 
یرو =( 2 


=+ 
) 


23 ¥ 
(29) a e 
حل‎ - 7 


: المسألة في الخطوة 2 مع استعمال ۷ = (م×)'ر ولیکن الناتج عند × هو 
8 قارن . ۳ ی چ 
والقيمة پ۷. إذا كانت القيم متقاربة في حدود ٠‏ اطيع 
ج ونوفف . 


9 قم بالتغيبرات الال 
a= PB‏ 


BzY 
1 جع إلى الخطوة (6) ل‎ 
ب ۷ جديدة‎ 4 
عن العدد المحدد وص ک‎ 2 


10 


التأكد أن عدد الدورات > 


4 : 


SHOOTING METHOD 
EXTERNAL F, G 


DIMENSION X (11), Y (11), U (11) 
WRITE (*,°)' ENTER X1, XN, H, Y1, YLAST,EPS,MAX,ALPHA, BETA’ 


READ (*, *) X (1), XN, H, Y (1). YLAST, EPS, MAX. 


ALPHA. BETA 
U (1) = ALPHA 
N = (XN - X (1) H + 1.5 
CALL RKM (X, Y, U, F, G, H,N) 

IF (ABS (YLAST ~ Y (N)). LE. EPS) GO TO 200 


= FN) 


YALPHA 


U (1) = BETA 
CALL RKM (X, Y, U, F, G, H, N) 

WRITE (°, *) BETA, (Y (I),1 =1, N) 

IF (ABS (YLAST — Y (N)). LE. EPS) GO TO 200 


Y (N) 


YBETA = 


DO 50K = 1, MAX 
GAMMA = ALPHA + (BETA - ALPHA) * (YLAST —- YALPHA) 


*/ (YBETA - YALPHA) 


U (1) = GAMMA 
CALL RKM (X, Y, U, F, G, H, N) 


YGAMMA = Y (N) 


IF (ABS (YGAMMA - YLAST). LE. EPS) GO TO 100 
ALPHA = BETA 
BETA = GAMMA 


DO301=1,N 
OTE (°, 40) 1, Y (D 

MAT (Y (', 12, ) =` 
STOP (12, ') =’, E12.6) 
END 
FUNCTION G (X, Y, U) 
G=1-X*U- YY 
RETURN 


= YBETA 


YALPHA 


YBETA = YGAMMA 


CONTINUE 

WRITE (*, 10) GAMMA 
FORMAT (‘INITIAL DERIVATIVE =’, F20.6) 
WRITE (°, 20) K 
FORMAT (NO. OF ITERATIONS =’, 13) 


oa 
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FUNCTION F (X, Y, U) 
F =U 

RETURN 

END 


z1 


تمارين (1) 


«أ» بين أن مسألة القيم الحدية في الخال .2 ها الحل: 


y)x( = 4% ¬ 2x 


«ب» علل اذا أعطت طريقة أويلر المعدلة ق هذا الخال قیم ;¥ مساوية 
للحل الصحيح؟ 


الطريقة المعدلة . ماذا تلاحظ؟ 

استعمل طريقة نقطة المتصف وقارن بالحل الصحيح. احسب رو » 
2 ,ا من طريقة أويلر. 
إذا كانت المعادلة الى تحدد مسار قذيقة (×) هي : 


"+ + y= 7 


حيث ل تمشل الارتفاع و× مل a‏ 
استعمل طريقة التصويب لإجاد اليل عند قط ل 

هدف على بعد 2 کیلومتر وارتفاع 2 کیلومتره : E‏ 
وا باستعهال الحساب اليدوي تي 3 عحاولات ! 

أویلر. 


ت کونا 
ر دما طريقة رانج 


«ب» 


واعتبار 0.1 =ط۔ 


حل المسالة الحدية : 


۳= : 
I, y.y’), Y(a) = y.. yb) = 0 
b 


علا بأن (3)"ر مجهولة ولكن تقع في الفترة (8 ,») حيث » 
العطيات. لاحظ أن ني هذه الحالة يكن استعمال طريقة 
طريقة الوضع الخاطىء أو طريقة التنصيف لضان التقارب . 


,من 
التصويب مع 


رأ أكتب البرنامج مستعملاً طريقة التنصيف . 


وب» آکتب البرنامج 


متاه طريقة الوضع الخاطىء. 


عند حل مسألة القيم الحدية الخطية : 


y" + p(xX)y' + q(x) y = r(x) 


y(a) = yy, Y(b) = Yo 


حیث ٩ p‏ ۲ دوال معلومة في ى نحصل على الحل (×),۷ بطريقة 
التص 


8B 


Yo |,‏ > ))ےy‏ | 
( )و۷ ¬ (ط)ےر 


کے ات ا 
ستعمل صيغة ا لحل في رین (ه) 


2). هل 
: أكتب برناجً 
الصيغة ا 


وب ایال = وء وخمل عل ال 9رر اتیل 
.١)(‏ اثبت أن الحل الصحيح هو: 


1 1 yq (x) + 


y(‏ - ا ا 


لحل مسالة القيم الحدية في مشال 


يکن استعیال هذه الصيغة لحل المسألة في تمرين (2)؟ 


مسألة القيم الحدية الخطية في تمرين (4) باستعمال 
في التمرين . 


ج اوی و ر ا 


طريقة الفروق المتهية 


y= fk y( 
ر = )ر‎ 


۶ 198 


حل تقريبي لمسالة القيم الحدية : 


9و1 


وذلك باستخدام الصيغ التقريبية للمشتقات 'ر ,” 


¥ بطريقة الفروق المنتهية 
(انظر الفصل السادس). فمثلاء إذا استعملنا الصيغ : 
Yir1 i-1‏ 4 
J ° 2h‏ )0.2 
Je 2Y; + Yi-1‏ 
i h2‏ )3.3 


وهما صيغتان من المرتبة الشانية (أي (0)۸) فإننا نحصل من (3.1) على 
معادلة الفروق: 


Ji17 Yi 
84) r hُ ff Ji و‎ 0 


هذه المعادلة تتطلب حلا تحت الشرطين : 
Jo 3 Yan 2 Jo‏ 


حيث 1 هي عدد التقسيات للفترة [ط ,ة] وحيث 1 هي طول كل تقسيمة؛ 
آی: 


(3.5) i E : 
n 2P pf 


إذا كانت الدالة ۴ خحطية على النحو : 


(3.6) 
f(x, y, y') = ¬ p(x) y' ¬ q(x)y + r(x) 
6 : فإن المعادلة المطلوب حلها هي‎ 
Jy” + p(x)y’' + q(x)y = r(x) 
69 وباستعال الرموز:‎ 
1 7 r(x)» Qq; = q(), P, = p(x) 
G9 : والتعويض في (2.4) نحصل على‎ 
Ari, + BY, + CJi, = D, 


: حیت‎ 
A; =1 — p2 
B, = ~2 + hq; 
(3.10( 
C, = 1 + p;h2 
D, = hî r, 


: بأحذ قيم ¡ بحيث‎ 
1= 1,2, =1 
: في (3.9) نحصل على المعادلات الخطية الآنية‎ 
B, Y, + C, Y= D, ¬ A, Yo 
AY, + B,Y+ CY; 7P» 


AyY +BY; + Cj J43 P,; 


A-1 J a-2 * Ba-ı Ya-1 n1 7 Ca-1 Yn 
: كن كتابتها بطريقة المصفوفات كالاي‎ 7 
B, C 0 °0 0 
A, B CG ° 8 
68.11) 0 Ay, By C 4 
05 û e B-1 JYa-1 
D, 7 A, ¥o 
D» 
> D» 
ے‎ E 


لظ أن المغوقة ي ذا لظام لحي تكرن سن لطر ن ر وى 
,4 وفوق القطر ,° وبقية العناصر في المصفوفة كلها أصفار. تى ري . 

المصفوفة مصفوفة ذات الأقطار e Tridiagonal matrix ail‏ 
2 الخطي (3.11) بطريقة جاوس مثا مع مراعاة أن e‏ 
المصفوفة القطرية الثلاثية يوفر الكثير من الحسابات عند تحويلها إل مصفرة 


مثال (3.1) : 
حل المسألة الحدية : 


y" +y =0, y)0( = 0, y)1( =1 


باستعمال طريقة الفروق المنتهية . استعمل 25. = 1 


نلاحظ في هذا المثال أن ر ¬ = ('۷ ,ل ,)؟ 
من )3.4( نحصل على : 
eı 7 2Y FY, = h (= y) =0‏ 


Yiu + (~2 + hp? 
+1 B)Y + Yi, =0 


وا أن 25. = ۸ فان 4= 35 
إزنظاء الحطي 
ن النظام ك 
وبالتاي يكون عدد المجاهيل 3 هي اء ر ولا. ویکو 


(3.11) على النحو التالي: 
1 1.9375“ 
0 1 
Yı 0‏ 1 1.9375“ 
0 ووو 1 11 
1- 


وعند الحلء نحصل على : 
3 = رل 
y= .502‏ 
8104. = ول 
ملاحظات : 


(1) الحل الصحيح للمسألة في الخال السابق هو: 
y(x) = sin(x)/ sin(1)‏ 


ا 0 = (25. )ر 
8. = (5. )ر 
y(.75( = .01‏ 


وبالقارنة با لحل العددي في طريقة الفروق المحدودة نجد أن الخطأ لا يتعدّى 
الخانة العشرية الرابعة بعد القاصلة. 

(2) لو کانت العادلة (3.1) غير خطية لنتج عنها نظام من المحادلات غير 

(3) لو فرضنا 


كبر بالنسبة لحل اليدو 


ET EE ا‎ 9 h=0.1 
لاصبح النظام الخطي ذا تسعة جاحيل. وهو عدد‎ 8 
ي» ويصبح من الضروري أن يستعمل الحاسوب‎ 


أت 


برناحجاً حل المسألة اليرية . 
y" + xy' + xy = sin (x)‏ 
Y0) = 0, y1) =2‏ 
وق المنتهية مستعما البرنامج الفرعى : 
لني ر )¥ SUBROUTINE TRID (A, B, C: M’ E,‏ 
0 2 م ۲ للنظام الخطي ذي الأقطار الثلاثة 4 ,8 ,۳ والعكون 
.٤‏ العمود ع هو الطرف الأن من النظام . 


بطريقة الفر 


FINITE DIFFERENCE METHOD..... 
h 2 pIMENSION A (100), B(100) c(100), D(100), Y(100) 
Yj 7 2Y; * Jir +2 (Y1 7 Yi) 7 2C + x) h = 
Q%) =X °X 
ئ‎ R(X) = SIN (X) 
3 READ (°, *) H, XO, XN. YA, YB 
2(4 1 M = (XN- XO) H = .5 
yo = 2Y1 + Y2 * 6 0-0 =2) 3 = N XO 
x= XO +1*H 
A(D = 1 - P(X) * H2 
B(I) = -2+H*H*’ Q(X) 
C(D = 1 + P(X) * H2 
1 10 D(D) = H*H* R(X) 
28 6) D(1) = D(1) - A(1) * YA 
2 D(M) = D(M) — C(M) * YB 


Ca... 


ا ج =1 وتحريل المعادلة التفاضلية إلى معادلة فروق نحصل عل : 


Xx 


- 12y, + 7¥ = 9 


چ 


=2 
CALL TRID (A, B, C, M, D, Y) 
2 DO201=1,M 
قىمة‎ 0 0 1, Y(D) 
ا ا وة لاه التيسة البطة عدر بين‎ 0 Y( . 2. ``. E20.6) 
ڪن هي دست 9. لل هذه الشكلة يكن أن نستعمل التق يب»‎ 
EN 
72ول‎ DL E B, | M,E, YY 
e RF DO101 = 2, M , B(M), C(M), E(M), Y(M) 
۰ ONST = 
أي الفرق الئا:‎ = A(D/ B(I — 
ي الفرق المتأحر‎ | BM = B() J B(I ~1) 
أ‎ E( CONST* Ca- 1) 
لوا‎ 1 0 = E(D) ~CONST* E(I - 1) 
3 72 2ے‎ ) = E(M)/ B(M) 
آو:‎ DO20J= 1, M- 1 
1 2۵ K=M- J 
Y(K) = 
RETURN 


(E(K) -C(K)*Y 
(K + 1))/ Bı 
END )» B(K) 


مثال (3.3): ا 
| أوجد (1/3)ر و (2/3)ر من المسألة الحدية: 

J" + y' = 2)1+×( 
y(0) =0, y'(1) =2 


وبحل هذا النظام نحصل على : 


y= 5‏ 
3 = رل 
0818 = ول 
ملاحظة : 
الحل الصحيح قي المثال السابق هو: »ر 
آي ان : 


y)1/3( = 1/9 = 11‏ 
y(2/3) = 4/9 = .4444‏ 
y(1) = 1‏ 
اخخطا الموجود في الحل الحددي بطريقة الفروق المنتهية (المركزية) في ٠‏ 
ا)*ال هو ناتج كلية عن تقريب (1)“ر بالفرق المتاخر من الرتبة الأول . ذلك لان 
الخطأً الناتج عن تقريب '۷ مر بالفروق المركزية في هذا الثال هو صفر لأن: 
0 ر ,2 = ر ,2 = ار = ل 
ا ا .y”‏ 
والمعروف أن اطا فى تقريب "ر باستعال الفرق المركزي Pr‏ 1 
e AU E‏ ن ء ف الة ۶ 
(انظر الفصل السادس). وعلى ذلك نستنتج أن پت 4 ي 
عليها بالحل العددي هي ناتجة في هذا الخال عن تقريب (1)' 


:)3.4( مثال‎ 
: لحل المسالة الحبية‎ ٠ = .2 استعمل‎ 
Y + 10y’ + y= 1 
Y(®) = 1, (1) = 2 


بطريقة الفروق المركزية (المحههة) . 


ر 


نلاحظ هنا أن : 
p(x) = 10‏ 
q(x) =1‏ 
r(x) =1‏ 
وبتطبيق (3.10) نحصل على النظام الخطى : 
٠ 04‏ 
i‏ ¥ 0 0 2 2.04- 
4 ¥2 0 2 2.04- 0 
ا J3‏ 2 2.04- 0 0 
Y4‏ 4- 0 0 0 


ولكن مشكلة هذا النظام 


بعتمدل 2 
على قیمة رار وهذ 


الخطي أن قيمة ول لم نستعملها لإيجادهء أى أنه له 


| بع - 
ا يعن وجود تناون ٤‏ 
عل قيمة (0)ر, اطا مو Ht‏ الحل الصحيح الذي يع 
مب المشكلة 7 
أي عندىا. 


ار ا کیت ا . 2 2/p(x)‏ = 
س نمقي على القيم الحدية تي النظام 


تمرینات (2) 


ت 
یم را 
من المسأل x= .5,1, a‏ بطريقة التصو 
+ 2 
j‏ 12 
ن یر (2 ,0 = (0)ر 
ج هو: 


×4 + = ل 


قارن بين الحل العددي بطريقة الفروق المركزية وهذا الحل. لماذا يتساوى 
الحلان في هذه المألة؟ 
استعمل برنايجاً لحل المسالة على الحاسب الألي بهذه القيمة ل . 
4 ماهي قيم 1 المحظور استع ا ما في حل المسائل التالية بطريقة الفروق 
المركزية حى لا تتلاشى القيم الحدية في الحل العددي . 
2y" + 100y' y= 0 (f‏ 
y(0) = 1, y(1) = 2‏ 
(ب) 1= y” — 20 xy + 2y‏ 


y(0) = 2, y)2( = 5 


5 ییو ے ی کے کا 
2 ين يبر الق 


y')0( = 4‏ اط 
قريب هذا الشر: 
ا . المرتبة الأولى 3 
ا الفرق المتقدم من ر تمرين ( © 
۵ھ مر ے ال ی فوت 0 مال يح في رين 
التعليق على هذه ات | رق القدم من الع 
ور ج م ولکن باستعال تقر 
(ب) أعد فقرة () ف : 
الثانية . 


محددة الصفوفة تساوي صفراء. e‏ 
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__-الفصل التامع 


صسائل القيم الذاتية 
Eigen-value Problems‏ 


1 مقدمة 


لو حاولنا إيجاد حل عددي للمسألة الحدية : 

0= (1 )ر = (0)ر ,0 = ر + ”ر )1.1( 
باستعمال طريفة الفر وق اة مى سز 1 فاننا ز 

لخي الفروق النتهية مع أخذ ج = ط فإننا نحصل على النظام 


0ے ا 
Jig 2 FY * T6 Yi‏ 


31y; + 16j, 7 0‏ 7 16¥;_1 
0 
1 ¥ 0 16 31- 
0 ج ¥2 16 31- 16 
Js‏ 31- 16 0 
کی مث و 
ر کک شل هذا التظام بأ : 
صفا م انه متجانس یں لأن الطرة 
اي د" والعروف أن ميل 00ط لأن الطرف الأن 


1 هذا النظطام ليس له إلا اة 
لا کله اصفاں) الا إذا كانت امل 


تدعا كي أن وجا حل خير امحل الصفري . في هذا الال واضح أن الحددة ا ی ا 
ليست صفرا» وعلى ذلك فإن الحل الوحيد هو: ي أن القيم للحصول على حل غير صفري هي : 

y =0‏ = رر = 
وإ = رل = ,ل )1.2( 7= ۷/2 16 - 32 = .\ 
لو غيرنا في المسألة (1.1) على النحو: ٣‏ 
2 = 

(1.3) 

| 54.6 = 2 16 + 32 = ڕ 


y” + Ay = 0, y(0) = y(1) = 0 

إا نحصل على : 
لاحظ أن | 
y1, + (32 + 2) y; + 16 Yq, =0‏ 16 ن الحل الصحيح للمسألة (1.3) هو: 
× ۸ہ صو y=‏ 


حیٹ ٥‏ مقدار ابت م الق 
بث هن القيمة الحدية يز 6 
1= × نحصل على : 
ی 


أي ان: 
¥ 0 6 +32- 
0 = 2 16 +32- 16 
as ۰‏ 5 آي : din A0‏ 
لكي يكون لمذا النظام حل غير الحل الصفري» نوجد قيم ۸ بحيث: 
۰ 1 
: و 7 VK = Tr, 2T, 3T--*‏ 
det 16 -32 +1 16 |‏ 
۸+ 32- 16 0 نقارن اې ر 
۳ بین A=, 9, e i‏ 
العدر 1 اں ھذہ ال 
فری آن: نعم الصحیحة وقیم ۸ التي زی 
0 16 16 + 32- ا 
1 +32“( 
| ا 8 : 6= 77 
324- 16 ا 
8 5 = 7~ 
ا و ند E‏ 
C+‏ ولک ةا ِ .88 = 7 54.6 
ICs +16 mo‏ : ت پوت لوانتا ي ل اة من القیم ییا لدینا هی 1 
الل ہی کار ای ر اتحصلدا عل تیم ایر 
4 وفي الوقت 


9.2 القيم الذاتية للمعادلات التفاضلية 
القيم الذاتية كئباو۷١٠ع۴1‏ للمعادلة التفاضلية : 


2.1 P(x) y" + q(x) y' + r(x) y = \y 


y)0) = 0, y)1( = 0 


هي جميع قيم ۸ التي تعطي هذه المسألة الحدية حلا غير الحل الصفري. 
وتسمی مسألة إيجاد قيم ۸ بمسألة القيم .(Eigen-value problem) ilil‏ 


إذا استعملنا طريقة الفروق المركزية لحل المسألة (2.1) فإننا نحصل على 


النظام الخطي : 
bı f FF 0 4 4‏ 
2 2 0 0 ي b,‏ 
J‏ ۸= و 0 ڕ a, by,‏ 0 )2.2 
a Yn 2‏ 0 0 0 
أو: 
)23 
AY =\Y‏ 
)2.4( 
(A -۸D ¥ =0‏ 
زس فان 
۱ متجانش؛ 
حيث 1 هي مصفوفة الوحدة . ونظراً لأن هذا النظام الخطي 
ا )2.5 
det (A ¬ \I) =0‏ 
a‏ فز أن الدالة: 
ضروري لوجود حل غير صفريء لاحظ أن الد 3 
f(A) = det (A ¬ A1)‏ 
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هي متعددة الحدود من الدرجة E 8 ٩‏ أبعاد e‏ 
اله (۴)۸ 
وبالتالي فإن جذور الدالة () وعدد ٥‏ هي القيم تية التقريبية اد 
التفاضلية (2.1(» مع ملاحظة أن القيم الصحيحة قد یکون عددها ما لا غهاية . 
وان القيم الذاتية مر الممكن أن تکون أعداداً مركبة (ذات جزء حقيقي وجزء 
تخبلي) . 


مثال (2.1) : 
أوجد 3 قيم تقريبية للقيم الذاتية للمسألة: 


0= (1 )ر = y = 0, y)0(‏ + ”ر 


نلاحظ أولاً أن هذه المعادلة يجب كتابتها على الشكل (2.1) أى : 


ا ي 
أي أن 
p(x) = -1, q(x) = r(x) = 0 e‏ 
و 1 = ۲ فإن عدد 
الحصرل عد المجاهيل يصبح 3 وبالتالي هناك 3 قيم ذإ 
عل بطرت لشروق زکرمت کا سی رجه وی ۲ e‏ 


6 = 32,۸ = ر۸ ,9.37 = ۸ 


ظر للقيمة الذاتية 32 = ۸, 


E 
= و32‎ 4 


ا ر 
32 
آي 16 2Y, Yes‏ 7 4 


Yg F Y1 9 
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¥ Yg 20 آي‎ 


i=2 MEN =0 

=3 EF O 

ويا أن القيم الحدية : e‏ 
فإن الجحل هو: 430 
y= y= cC‏ 


مدان ابت ی أن منحه ا حار هو 


ملاحظة : : 

١‏ ل 2ا3 ا 
ا 

الماد تی إل ل 


لاحظ أن هذا الجل ينل ما لا نهاية من 
متته الناظر لقيمة ذاتية في 
ویسمی متجه الحل ا د ۾ فى المغال السابق أ 
(Eigen-vector)‏ . أي أن اخحتيار ۾ ا زاية كتقريب 
يبية للقيم الذاتية يقابلها 3 مت چ 
عل 3 قيم تقر تة 
e‏ أو على الاصح الدوال الذاتية | 
9.3 القيم الذاتية للمصفوفات 
الى تحقق : 
القيم الذاتية للمصفوفة ۸ هي جيع قيم ۸ التي 
AY =\yY‏ 
حیث ۷ متجه غير صفري . أي أن النظام الخطي : 
BY = (A-\DY =0‏ 
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له حلول غير اخل تصعر ی و أل هذا النظام متجانسء فإن ذلك يعني : 


det (B) = dc (A AI) 0 


ِ ا 
وبتعریف الداله ‏ مې 


f(^) = det (A ~— ۸I) 


فإن إبجاد القبم الد لداتية للمصعوفة ۸ بعي ببجاد جدور الدالة ؟ وتسمى 


متعددة الحخدود الذاتة للمصف فة ۸ حي إل ١‏ هى دالة متعددة الحدود من 
الدرحة ١‏ عدم تنكول ۸ مصعرطة مرنمة دات ۵ صب و ١‏ عمودء مع ملاح 
أن الحز أ 

ور فد لا نکول روما حقيقة بل مركة أحبانا (×اcomp( r‏ إذا كانت 


امصموفة (Symmetric) ollie‏ ی 
^,١‏ < ,۸) ففي هذه الحالة يمكننا اثبات أن 


الذاتة حشمة 


@ 1 
ال (3.1) المصفوفة 3 3 0 
10 0 0 ر 
ها منعددة الحرور الذاتة 
2 ا 
3۸ 0 
10۸ ی det (A AD = det‏ = )£ 


G-19 -۸(‏ (۸- ی ے 


وبالتالے ؤار ١‏ ۔ 
لي فزن القيم لاني هې الي نه - ور أي : 


0 2 و۸ ,3 = 1,۸ = پھ 
الذا 
ي الذي يتا : 
يقابل ,۸ نحصل عليه 

0 > من 
Y1 0‏ 4 2 0 
Y2 ّ‏ 5 2 0 
Ys‏ 9 0 0 


yy = 0, y= 0, ¥, : أي ان‎ 


حيث إء مقدار ثابت غير محدد. والمتجه الذي يقابل د۸ هو حل النظام : 


0 Y 
0 0 5 رل‎ 
0 
0 7 Y; 0 
أي ان ر‎ 
- 2y, + 2y =0 
مقدار ثابت = ره = رل = رل‎ 
: ا النظام‎ 
E والمتجه الثالث الذي يقابل ۸ هو حل النطام‎ 
0 -7 $ 0 
0 0 0 . = 0 
3 
0 
ت على‎ 
7Y +5 ج ی بے نان کی عرد نحمل‎ : 
2 أي ان بوضع و = وا 7 5 کک کے وج 0= ول2‎ 
Yلو=‎ > ce : 
1 + رل2‎ + 4 0 1 r8 
= 
J> 4 ے + رر چ = ل‎ 
9 + 2 ر‎ EE 
7 کک > ره‎ 
` ززاتية الثلاثة هي‎ 
1 الى قإن العجهات الذاتية الثلاث هي‎ 
وبالتالي فإن ۰ ا‎ 
¥ = ر‎ 1 38/63 
و = و‎ S7 
1 


ملاحظات : 


(1) امال السابق يوضح أن القيم الذاتية لمصفوفة مثلثية كالمصفوفة ۾ في 
هذا الثال هي نفسها العناصر القطرية . 
(2) المتجهات الذاتية لا تتحدد مقداراً ولكن تتحدد اتجاها فقط . 


مثال (3.2) : 


الطلوب كتابة برنامج لإيجاد القيم الذاتية للمصفوفة ۸ المتكونة من ١‏ 
صف و[ عمود وذلك بإيجاد جذور متعددة الحدود الذاتيةء مع افتراض 
توفر برنامج فرعي لحساب محددة آي مصفوفة» وهو : 

SUBROUTINE DET (A,N, D) 

حيث 2 هي محددة المصفوفة ۸ من نوع ××. بالامکان افتراض توفر 


SUBROUTINE SECANT (XO, X1, F, R N) 
ي بحسب جميع جذور الدالة ۴ في المتجه ۸ باستعال القيم الابتدائية‎ 
دذاك بطريقة القاطع. وقد فصانا هذه الطريقة عى طريقة‎ e 


وتن لتتجنب حاب المشتفة الأولى في طريقة نيوتن لأن ذلك ليس سه 
بالنسبة للدالة . F(x) = det (A ~ XD‏ 


الذ 


EXTERNAL F 
DIMENSION A (10, 10), RI 
READ (*, N 

5 DO10X=1,N 

10 READ (*, *) XO (1), X1 (D) 
DO201 =1,N 

20 READ (*, *) (AC, J), J1 = 1, N) 
CALL SECANT (X0, X1,F,R, N) 
WRITE (*, *) (R(D, I = 1, N) 
STOP 


END 
FUNCTION F(X, A, N) 


(10), x0 (10), X100) 
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pIMENSION AN. N) 
po 101 = 1.» 

al. = A.D) > X 
CALL DET (A.N F۴7 
RETURN 

END 
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ملاحظات : 


و ن السانق المطلوت. إذ إن طريقة القاط [_. 
(1) قد لا يؤدي الرنامحج لسانیے و ت 2 i‏ 
مضمونه التقارب . 
ا 1 اظ لآ د E‏ زق Ev‏ ابن اليو 
(2) قد بتطلب الرنامح وت صربار 


ن 4 % 
عملية تستغرفق زمنا طوبلا سب 


ل (complex) aS A sl‏ 
|[ خات. القیچ لاه سر 


١ )3(‏ يۈدې الرنامج ف 


4 طريقة القوى Power Method‏ 
تستعما هذه الطريقة التكراريهة حاب 
وتتلخص في الخطوات التالية : 


(غیر صفري): ,ا U j;‏ 
ى القيمة المطلقة ي د ٠‏ 
22 أحسب ره اکر 


. V۷ = 
0 Uy “¢ أحسب اجه‎ 3 


¿ للمصفوفة. 
کہ و ۾ دايه ل ر 


1_ إبدأ بمتجه ابتداني 


في حالة آن يه تتقارب من 


توقف 218 


إن الفيمة هي أكبر قيمة ذاتية (من حيث القيمة المطلقة) للمصفوفة ۸. وي 
رفت نفسه ۷ تتقارب من المتجه الذاني المقابل هذه القيمة المطلقة. 


مال (4.1) : . 
استعمل طربقة القوى لإبجاد أكر قيمة داتبة للمصفوفة : 


اة الاو هي حساب کر عنصر في لاء وهو ا = ره وبالنالي فان 


U, * VY‏ و 
1 4 2 1 
ا ۰ > 3 ud) ٥‏ 
1 7 0 0 
ا 8= a,‏ 
85. 
U = 1‏ 1 > 7 
@ı 1‏ 
85. 


5 = به 
إذن : 
9322 
vy 1‏ 
a U, =‏ 2 
8305 
6.254 
Uy= AV) =| 155‏ 
5.813 
a, = 1525‏ 
أي : 8744 
Vv 1‏ 
E U, = 1‏ 
87. 
Û 6.1252‏ 
AV, => | 5‏ 8 
5.6889 
7.0635 اړي 
8672 9 کا 
1 = پا a‏ 
۰80 َة 
52 اة وتۋول ¡ 
ستؤول إلى“ 
ج التكرارية فإ آ 
فی هذه العملية ا 7 ی¡ 
لؤ ناظر هذه القيمه؛ < أ 
غه الذاتق اا ۰.8666 
ل 1 ا !1 
8 1 
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ملاحظة : 
AOE 1‏ و الصحيح 
يوصف المتجه الذاتي لذي یکول کر عنصر فيه هو الواحد 2 
بأنه متجه ذاتي قياسي. ا ابي يساوي ي 
القياسي مضروبا في مقدار ثابت 


مرهه : 


إذا كان للمصفوفة ۸ قيم ذاتية ,۸ .... .ر۸ .۸ بحيث ,۸ هي أكبر من حيث 
القيمة المطلقة من باقي القيم الذاتية (ولا تساوي واحدة منها) فإن ,» في طريقة 
الفوى تؤول إلى ,۸. 


مثال (4.2) : 


استعمل طريقة القوى في كتابة برنامج فرعي لحساب أكبر قيمة ذاتية 
لصفوفة ۸ من نوع ۸ × × بحيث لا يزيد عدد الدورات عن ×4× 
ونعتر په هي القيمة التقريبية للقيمة الذاتية الكبرى عندما: 


|, 7 | > EPS 


EIGEN‏ هو متجه ذاتی (ابتدائي عند الادخحال ونہائى عند 


rE) 
SUBROUTINE POWER (A, N, EIGEN. ALPHA: MAX, EPS 
DIMENSION A (N. N). ELGEN (N), TEMP (N) 
OLD = 0 
DO 100 ITE = 1, MAX 
ALPHA = 0 
DO10J =1,N ب‎ 
IF(ABS (EIGEN (J)). GT. ALPHA) ALPHA = 
10 CONTINUE 
DO20J =1,N 
20 EIGEN (J)= EIGEN (JY ALPHA 
IF (ABS(ALPHA-—OLD). LT. EPS) RN 
DO 401 = 1,N 


GEN() 
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TEMP (1) = 0 
DO 40J =1.N 
TEMP(I) = TEMP(I) + A(T, J) * EIGEN (J) 
DO 50K =1.N 
50 EIGEN (K) = TEMP (K) 
100 OLD = ALPHA 
RETURN 
END 


للحصول على تقريب للقيم الذاتية ۸ لمصفوفة 4 يكن استعال مرهنة 
a 2‏ ن¿ ۸ تقع ه مترات التالية : 
جرشغو رن ( 0٣1‏ عGersch).‏ ومفادها أن ۸ تقع في إحدى الفترات التالي 


| - a, < 2 la, 
=1 J 
i 


حیث ف ا ئی اذا 
ها القيم 1 2 ¢« cn‏ (لاحظ أن هذه الفرات تعتبر دوائر |د 
1 ~ ¢ 2 ۰ چ 1 
a‏ قيمهة کبة) وإِدا کانت إحدی هذه الفترات (أو الدوائر) عير 
کانت ۸ قیمه مرکه) . 1 ا متصلا 
ن ان٤‏ قيمة ذاتية. 
بالفترات الأخحرى» فإنها لا بد أن تحتوي على قيمة داتيه 


0 1 3 
A= 2 ٣‏ 
ا ۹ | د 
Sr‏ 
لات والفترات التي توي 
تيه حقيهيه 
فة متائلة وبالتالي فإن قيمها | ج 
هذه القيم هي : 1 < |3 - ۸ 
2> |2 - ۸ 
1< 4 + ^ و 
فهي . ”“ 
ا خحريا ل فهي 
کر کی با 1 ر ادل واا 
لاحظ أن الفترة الثا ازاز ة فهى تحتوي على 
ذاتة أما الفترة الا 2 
8 ذاتي ¢ 


ارين (1) 


1 هل يوجد حل غير صفري للمسألة الحدية : 
0.y) 1( =0‏ = (0)ر ,0= ر - "ر 
و أوجد قيما تقريبية اللقيم الذاتية اللمسألة : 
0 = (1 )ر = (0)ر .0 = و۸ + "ر 
باستعمال الفروق المركزية مع أخذ ج = «. أوجد أيضاً النجهات 
الذاتية المناظرة هذه القيم . 
أعد حل تمرين (2) مستبدلً الشرط الحدي 0 = (0)ر بالثرط: 
y')0( =0‏ 


3 


مع إمكانية تقريب هذه المشتقة بالفرق التقدم . قارن مع الحل الصحيح . 
أكتب البرنامج الفرعى : 
N, ALAMDA, X0, X1)‏ 


الذي يوجد القيم 
الحدية الذاتية : 


SUBROUTINE EIGEN (P, @, R, 
للمسألة‎ N الذاتية التقر يبية 414۷24 وعددها‎ 


PY" + QY' + RY =۸Y 
Y(0) = 0, ¥(1) = 0 
, ۸, Q, ۴ وھا 0× ,1× ومعلومية الدوال‎ ALAMDA 
5 
أوجد القيم الذاتية‎ 


وذلك بحل المعادلة الذاتية بطريقة الق 
ق هة الذاتية 


والمحجهات الذاتية للمصفرفة ٠‏ 
1 0 5 
al EMA. 0‏ 
ذلك 14 0 0 
ودل 
بطريقة حل المعادلح الذاتية. 


- 10 


- 1 


- 12 


- 13 


أوجد أكبر قيمة ذاتية وا مجه الذاتي المناظر ها في 


الصفوفة ۸ في تمري. 
(5) بطريقة القوى . 
() ثبت ان ۸7 هي قيمة ذاتية للمصفوفة 4 (أي 4 * ه) إذا كانت 
۸ قيمة ذاتية للمصفوفة ۸. 
(ب) أثبت أن ا الذاتية للمصفوفة 4 هي نفسها التجهات 
الذاتية للمصفوفة ۸ 


=7 


ثبت أن 1 هي قيمة ذاتية للمعكوس ٠‏ 4۸ إذا كانت ۸ قيمة ذاتية 
للمصفوفة ۸ . أيضاً أثبت أن المتجه الذاتي للمصفوفة ۸ هو نفسه 


¬1 


للمصفوفة ‏ ۸. 
إذا كانت ,۸ قيمة ذاتية للمصفوفة ۸ أثبت أن ( - ,۸) /1 = ,۴ هي 
5 قيمة ذاتية للمصفوفة ` (A - qD‏ حيث 4 قيمة ثابتة . 


طربقة القوي لامكو متمد على إجراء طريقة الاس عل رن 
qD‏ د و و اا ی ا ا ا 
الذاتية للمصفوفة ۸ . لاذا تؤدي مثل هذه الطريقة 


فة۸ في 
طبق طريقة القوى للمعكوس المبينة في تمرين (10) على المصفر 


-اقط للل 


طريقة المربعات الصغرى 
Least Square Method‏ 


1 مقدمة 


نفترض أن لدينا النقط (إر ,») التالية : 


ك 


معرفة أي من الد 
تمرین (5) مع أخذ 10 = ٠۹‏ ج . رى . لتحديد المدى لوال الأخرى عن الدوال التالية تمل العلاقة بين × ,ل تمثيلً أفضل من 

الإ فوفة ۸ ني رين 
طبتق نظرية و ا 1.8 + 1.1 = )*( p,‏ 
ا ا قيمة داتيه . 
الذي تقع فيه كل اوی منہا ما بلي × 1.99 + 1.0 = (x)‏ رp‏ 
هناك صيغ كثيرة لطريةة 

الاتدائیء وکا p, (%) = 0.9 + 2.0 x‏ 
إذا کان 0ا هو اتج =A U‏ ت ذائية رة ذلك ز 
قیمه 

0 ےر ا تۋول | 09 هذه این حي e‏ المذكورة ×» ونحسب الفرق 
یط تسب عتاصر د+د ا اکب برنا؟ ل والقيمة التقديرية (×).مء أي | 
فان ر رما ت ۾ إلى ما لا ايه 1ے Mk”‏ ي 
ال صفوفة ۸ 9= aD e)‏ 
الطريقة 
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والجحدول (1.1) يبین هذه الحسابات . 


رمن ذلك نری أن ر۴ هو أقل مقداراً من ,۴ ,ر وعلى ذلك فإن (×) رع هي 
أفضل (أي أقل خطا) من (×) و (×)رم» ولكن يجب ملاحظة أن المعيار 
الإقليدي ليس هو المعيار الوحيد لمقدار المتجه» وقد تختلف الإجابة على أفضلية 
ثبل غل آخر باختلاف نوع المعيار المستعمل في قياس مقدار المتجه. 


) 
-.12 | 


(Least Square Line) J رغiصألا خط الم بعات‎ 2 
(x YJ, (Xa Y2)» << (mo Ya) 


جدول (1.1) 
فهل بالإمکان إبجاد متعددة الحدود من المرتبة الأول : 
وبالتالي لکل (×)»م یوجد متجه (متجه الخطأً) بحیث: ,2 + 2D p(x) = a‏ 
: 12.- ا بحیٹ یکون متجه النطاً . 
Bs lia 2‏ 
E, =‏ و e‏ 
E, 2‏ . 2 8 
2 
21. 3 
و ق[ = E‏ )2.2 
٠‏ الطرق m‏ 


حيك المقدارء نستعمل احا 


چ ر او ن“ ا استعملنا | 
وللمقارنة بين هذه المتجها 2 کت مناز .Norm‏ فإذ p5)‏ ا 
العر فة فى قياش طول المتجه وهو 1 0 بالرمز El,‏ فإن: 1 i‏ (2.3) 
و ازال (Euclidean)‏ الذي نرمز “ ؛ 1 Eh“‏ ذا حر ادن من اھا کت ی کی ا 
المعيار الإقليدي ر + 9 ٠>‏ أ٠‏ ار؟ ذلك يعني أننا نريد تقليل الكمية: 
+ 37( + 07 * 0714 = 1 
+ (12.-( 5 : ۳ 
2 )09( > 4 
2 2. + 0+ 315 3 رذلك یکانیء 23 
C2 + (18e‏ ,وی ٠‏ ایی ا اا لرن اعا بای قم په وره سناب ریا 
2 + 2( و,4» آي : 
a2‏ + )1( » ) 
Ej = 0” 3 (3 + (1‏ 


حا 


حیث f‏ رالة تعحدّد من (2.4) و (2.1)» فإن الحد الأ مجدث عندما: 
of‏ 


2 
ئگ ,۾ - : 
2 30 


a 0‏ 
اف رمن (2.5) ,(2.4)) أن : 


® ¬ a, × )-1( =0 


آي : 
ا ا ا ل و ر 

يع 5 تعني الجمع بالدليل ة من 1 إلى ": إذن: 

Ma, + a, J x = zy 

لاحظ أن: 

7 SI fa 


2m >0 


۳ أن اطا هو حد ادن ولیس أقص - 


E‏ آیضفاً أن (2.8) کن کناب 


(2.6) 


2.7 


2.8) 


29) 


اید سادا ای ال جاتب (م.2 نجري التفاضل الجزثي بالنسبة إلى ,۵ 
للحصل على : 


df 


—— 


a, =0 


2 > [y, ¬ a — a, x] (-X) =0 


a = = E 
2.13) 


a > x + a, ZÛ = Ixy, 


نلاحظ أيضاً أن : 
2 
IX >0‏ 2= 0 
da,‏ 


وهذا يعني أن القيمة القصوى المتحصل عليها هي حد أدنى وليس أعلى 
المعادلتان (2.8) و (2.13) يكن كتابتها على الشكل : 1 


NG 


a 


E 


m 
x Xx xy 


حیٹ | لدلیا 1 لیر 
مل الدليل لغرض التسهيل في الكتابة . إذن بالإمكان إيجاد رةو ره 


الا ان المحددة ليست صفراًء أ 
2 ۽ اي٠‏ 


10) 


@. 


2.15) 


mn Sx (E7 2° 


Iy Ix? — Ix Ixy 


(2.16( BE - G 
: وبالطريقة نفسها نحصل على‎ 
ا‎ m Zxy — Xy x 
m Xx? - (Zx) 
:)2.10( أو من‎ 
(2.17) 


a, = (J ¬ aJ 


مثال (2.1) : 


أحس معاملات متعددة المحدود من الدرجة الأولى في طريقة 


: ,ر×2 نکون الجدول التالي‎ 5×2 Zx 


بالتعویض في (2.14)» نحصل على : 
5 3 0 5 


0 10 a, 19.9 
: ومنہا‎ 


وبالتالي فإن متعددة الحدود من الدرجة الأولى : 
P(x) = 1 + 1.99 x‏ 


هي أفضل خط مستقيم لتمشيل البيانات المعطاة (وهذا يبين السبب في أن 
(#)رط في مقدمة هذا الفصل كانت الأقل خطأ من بقية الدوال) والشكل (2.1) 
ببين هذا الخط والنقط . 


231 


اا 


مثال (2.2) : 
أکتب برناجاً حساب معاملات متعددة الحدود من الدرجة الأول : 


P(x) = a, + a, x 


لتمثيل النقط (,۷ )x;,‏ وعددها " بطريقة المربعات الصغرى. 


DIMENSION X(100), Y(100) 
READ وا‎ *( M 
DO101=1,M 

READ (*, *) X(I), Y(D) 

SX =0 


SXY =0 
SXX = 0 
SY =0 
DO201 = 1, M 
SX = SX + X(1) 


EX = SXX + X(D * X(1) 
a = SKY + XCD * Y (1) 
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نلاحظ هنا أننا لو أخذنا × على نها السنة فإن ذلك مجعل الأرقام في 
إلعادلات كبرة جدأًء ولذلك يفضل أن نرف × على أنها السنة مطروحاً منها 
7 ونعرف ل بعدد السكان» ونكون الجدول التالي : 


: وبالتالي فإن‎ 
.48 
3 0 3o 6 
2 e 
0 2 a, 
a = 2.16  ڕ‎ = .065 
لتقد‎ 


یر عدد | e‏ 
لسکان في سنة ما ولتکن مثا 1989 نح : 


x× = 1989 - 1987 =2 


= 29 
p2) = 2.16 + .065)2( = 2.2 2 اي‎ 


“ بعدد السكار : 
لسکان في سنة 1989 پان 


ملا یکون 2.29 ملیون. 


1 نکن ل (3.1). 
مجعل الحل سهلاء وهذا يتحقق بأخذ: E:‏ پنعريف ا و۷ کا في (8.3)ء نكون الجدول ( 


حیث تمثل ۲ متوسط القيم 1 (المتغير المستقل) . في الخال 
السنوات المعطاة وا هي 7 . 


10.3 طريقة المربعات الصغرى لعلاقات غير خطية 


بالاإمكان استعال طريقة المربعات الصغرى في العلاقات غير الخطية . فمف 


السابق قيم ۲ هي 


الدالة: 
x‏ وک 3.1( 
يكن تحويلها إلى علاقة خطية بأخذ اللوغاريتم للطرفينء أي : 
A 4.43 3.2) €ny = tna + b €n x‏ 3.8 4 
وبتعریف : 3 4.07 b‏ 3.62 3.18 
ا وعلیه فن 15. = A = na‏ 
b = .492 OF‏ 
تصبح (3.2) على الشكل الخطي : | وبالتالي فإن : 4 = a = e‏ 
p() = 2.04” v = €na + bu‏ 
| ملاحظة : 
للمقا فة 
د“ بان (×)م والقے ;¥ تنكون | 4 
مثال (3.1): ٣ n‏ والقيم ررء نكون الجدول 3-2 مع الرسم البياني رشكل 
ھ ¢: ax‏ = (& 
أوجد ة وط بطريقة المربعات الصخرى ج 
لتمثيل البيانات التالية : 
جدول (2.) 


ريال (3.2): افترض أن عدد الطلبة في كلية العلوم في السنوات 
الماضية يزداد على النحو التالي : 


bY 
S = ae 


الأر بع 


SHEE 
SEE 2 


قدّر عدد الطلبة في السنة القادمة (5 = ۷). 


أولا نحل العلاقة إلى الشكل اللخطى : v = A + bu‏ 


حت ٠‏ سپ 


ر العلاقة: 
bx‏ 
v= ny YJ = ae‏ والغرو 
کا 0 
u‏ ۰ من لعريف دا على هذا النحو طبعاً الحصول على: 0= >u‏ 
=4+b‏ ومن الحد 
: دول (3.3) رلاحظ أن 2.5 چ 
وة على الشكل الخطي ¥( 
حي 
ن العلاقة : “من + ۾ = ۷Y‏ 
تعمل هنا التحويل 
ي ملل النحو: 


4 0 A 18.96 
0 5 b 1.14 
A= 7.4 
b = .228 
A= (na +2.5 b = €n a + 2.5 (.228) أی آن:‎ 
= 724 
(na = 6.67, a = 57۾‎ 788 
$ = 788 وبالتالي : وی4‎ 


e e 8‏ )78822865 = $ 
إذن فإن عدد الطلبة المتوقع ف إالنة القادمه هو: 2463 88e‏ 


ملاحظة : 


ا | 
للمقارنة بين القيم العيلاة 8 والقيم المقدرة 5 نكن الجدول (3.4) والرسم 


تمارین (1) 


ر ا آی من الدوال التالية يمثل النقط التالية أفقضل تمثيل باستعمال معيار 


P(x) = 4.1 + 2.2x — 4.8 x 
P(x) = 3.9 + 2x - 5.1 x 


P(x) = 4.5 + 2.1x — 5x 


2 أيجدخط اإرييات السخرئ للبانات قي رين 13 


3- أوجد خط المربعات الصغرى للبيانات التالية : 


بدون تحویل زر تراك . 
“ - باستعمال التحویا : 
ص 3 =-- ٭) t=‏ 
و 496(0 - ر( = 
2 یم انا رانس ي ری ۽ z‏ ا 
شر سسب مقدار متجه اطا عر ین ا و 2. 
جد خط المربع 8 


عات الصغرى بتغير القيمة 6 
& ت خط المر هذه الحالة صفراً؟ 
الاريي ر ت الصغرى لاتق طتين ‏ 

. :٭) و (ر ل ءر×) ھو ن 


52 إلى 516 بين لماذا 
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5 8 إذا كانت × + ره = (۸)ص تمثل خط المربعات | لصغریى. أثيت 
آن: 
(x-x)y‏ > 
= > 2 
Z(x-x)َ‏ 
و ج ر 2 


حيث × , ل المتوسطان للقيم ,× و ر« على التوالي. 
رب) أكتب برنامجاً يقرأ عدداً من النقط ل ×)ويحسب ,ةو ٩‏ كا في 
.«h‏ 
6- أکتب برنا حا لحساب ه و طاو (»)ص لقیم ¡ من 1 إلى ۳ حي 


P(x) = ax 


تمثل دالة المربعات الصغرى للنقط ( ۷ *) وعددها ۳. 
تقرياً للدالة ()5هء على الشكل : 


P(x) = a, + a, x 


ا = )0(0 


7_ اوجد 


cos (|‏ ,0.5 = 
b_ ( 2 )‏ 
البيانات التالية على الصورة 


الذي بحسب ۲٤١‏ من خط المربعات الصغرى للنقاط : 
X(D, YDI = 1,2, ...,M‏ 


YC(I) = P(X(1)) عيش‎ 


EN هي الدالة الخطية للمربعات الصغریى. کا بحسب الرنامج‎ P(X)» 


مقدار الخطأ معيار إقليدس 


10.4 متعددة الحدود من الدرحة " 


لإبجاد متعددة 
كاد منعددة حدود المربعات الصغرى من الدرجة :١‏ 


(4.1) p(x) = a + a,x + aX + * 3. 
نعرف دالة الخطاً:‎ 
) 
)4.2( 
43) 
(4.4) 


وبالاإمکان كتابة هذا النظام الخطى 
(Normal equations‏ على النحو: SA = B‏ 


m 
4 
2 ۰ 


يث : XE‏ ر س 


B=ZD XY, 


مثال (4.1) : 


p(t) = a, + a,t + at 
والحدول التالي يبين قياسات تم أخذها:‎ 


(الڌذي يعرف عادة بالمعادلات القياسية 


وبوضع 2= n‏ ف النظام (3.4) فإن : 
b 3y‏ 


m Ix 2x 
>x xx Xx b, ت‎ Zxy 
S7 JI Xx b, xy 


وبالتعويض من الجدول في هذا النظام النطي» وبعد الحل» يكون: 
642 رطا 59- = ,طا 197.9 = رط 
إذن: 


2 
p(x) = b, + Þ, x + Þ,* 
چ‎ 2 
p(D = by + b, (tT ) + b(t >7) 
2 
= (b, - bjî + by) + (b, > F b,) t + bat 


—250 + 6.7 — 16.42 


مال (42). ۔ 


كب الرنامج الفرعي : 
M, 8 N, EPS, IFLAO)‏ 
+ € معالہ ۔ 


بعات الصغرى للنقط (۷ ,ج) 
ة الحدود (1 - 


IFLAG‏ صفرا عند الإخراج 


:× من درجة متعدد 
٠‏ إذا كان المؤشر 


الى حل للنظام الخطي نظراً لان المحددة أقل من 


m 


sumy (i) = 2 XY, 


k= 


i=1.2, n 
وبالتالي فإن:‎ 
( m ¡= فی حالة:1 = ز‎ 
S چ‎ 
(msi +j-2 i+j>2 
8 ( في حالة: 1= ر2‎ 
( sumy (i — 1) i> 1 
بعد فى النظام ال 4) نستدعي‎ 
٠ ر اة و راج ق قي اقل اي‎ 
. ى ف الت نال زا النظام‎ 
ي الفصل الخالتثت حل هذا النظام‎ GEM الرنامج‎ 
زام‎ 
E POLYNOMIAL 
TINE OC OLYNOMIAL....... 
DIMENSION O M, C. N, EPS, IFLAG, S, SUM 
DO 101 = 1, (N | 2 CON). SUMX(10), SUNY (N) o, UMS. B) 
00101 1 J. S(N.N), B(N) 
020K =1 
=1.M 
UMx 
20 0 
ı0 CONTINUE SOD * X(K) * « 
CONTINUE 
DO 301< N 
MY mg 
%0 OOK M 
0 co pS UMY ( 
NUE D + Yee 
DO 0I : (6) * X(K) ** 
‘EQ. 1)1 
00-0 EN 
Kia 
B Tt, 
BLsg ® BC) 
Br 


ENDIF 
DO 60J =1,N 
IF (1 + J. EQ. 2) THEN 

S(l. J) = M 
ELSE 

S(l, J) = SUM X (I + J — 2) 
ENDIF 
CONTINUE 
CONTINUE 
DO 222 1=1.N 
WRITE («. *)(S (l. J.1 =1. N. BI! 
CALL GEM (S. B.N. C. EPS. IFLAG) 
RETURN 
END 


5 طريقة المربعات الصغرى بدوال محددة 


بدلا من متعددة الحدود (4.1) بالإمكان استعمال دالة على الصورة: 


p(x) = a, g, (*) * a, 8%) * + a, 84) 


حیٹ الدوال ()ع دوال معلومة وحيث: 


ا 


ګری. وبوضع 
ز0 €_ 
۰ ز0 
صل على : 
و مم - ر د 5 
ا i=1‏ 
m m (0)‏ 
p(x) £ (%0 7 2 yı 8i‏ >2 
j=0, 1, ...,0‏ 
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222 


(5.0 


(5.2( 


)5.3( 


64( 


(5.5) 


المعادلات (5.5) تصف نظاماً خطیاً کا يلى : 


(Ga: G,) (Go: G;) 8 (Go: G,) 3o (Go» 9) 
(G,. Go) (GG) ... (G,, G,) a, (G,, ¥) 
ag OEE. Gg EE a (Gy, ¥) 
(CG, 6G) (G,,G,) .-- (G,, G,) a, (GY) 
: حیث‎ 
A6) Y1 
8;(xر)‎ 
¥ 
65.7 o= | 8 2 
8)) Ye 
(5.8( و‎ 
Gj, G) = 
(5.9) (G;, G;) 2 €; (*) Ej (x) 
5 G ف‎ 2 
م ( أن‎ ¥( = 2 E, (Jy 


الحداء الداخحلى )1nner Product)‏ الaتفرى‏ 
8 ت لنجهین لا و۷ هو: 
الحداء الداخحل المتفرفى لججهين ا د 
(U, V) =‏ 
U,‏ ) 
1 1 )6.11 
v‏ 
ا 0 
V> :‏ 
u‏ 
m‏ 
v‏ 


(U, V) =0 : فإذا كانت‎ 


نقول إن المتجهين ل و ۷ متعامدان اھر .orth 00o‏ 


مثال (5.1) : 
أرجد دالة المربعات الصغرى على الصورة: 


p(x) = a, + a, sin (x) + a, sin (2x) 


للبيانات التالية : 


2 نھ = )رع in),‏ = ,ع ,1 = )رع 


لجسا 
ب الجداء الر . 
ب الجدا الداخحلي اللازم» نكن الجدول (5.1) 


جدول (5.1) 


ومن (5.6) تحصل على : 
9.8 


30 0 2.41 5 
a, = 6.9‏ 0 2 24 
a -6‏ 2 0 0 
ومن الحل» نجد أن: 3 > > رھ ,1.99 = رھ ,1 = ره 
آی أن الدالة المطلوبة هى : p(x) = 1 + 1.99 sin (x) ~ 3 sin (2x)‏ 
ملاحظة : 


لاحظ أن رفي الخال السابق) المتجهين : 


in) sin(2x,) 
ا‎ sin(2x) 
E Si 
ي‎ sin )ر2(‎ 
E) sin(2x,) 
2 sin(2xg) 
. متعامدان‎ 
دو و‎ 


۲ ى الصغ 

.» َة المرد 1 لمغری 
متعدد الحدود من الدر > جة الثانية بطر یمه لر 

1- ) ( وجد 2 ة 2 اب 


للدالة ٤)×(‏ حيث: 
7 = (75 


f 
0= )25( = 1.284 f 
)= 2.718 د‎ ]).5( = 1.649, f( 


کے = ٤)‏ اوج 
اة . إلدالة الأسية 8< 
. احودہ مس 
( مادحظة أن هذه القيم 
(ب ۲ 248 


987 
SaSGaE‏ 
استعمل طريقة المربعات الصغرى بمتعددة الحدود 

لتقدير العدد في سنة 1989 . 


أكتب برناجاً للقيام بالحسابات 


4- أوجد متعددة الحدور 


تقريباً للقيمة (3.) من «أ» وقارن بالقيمة الصحيحة ٠‏ 
2 إذا كان عدد أعضاء هيئة التدريس ف الحجامعة یزداد عل النحو التالي : 


العدد 


1988 1986 1985 
215 


من الدرجة الثانية 
ف ترین (2). استعمل الرنامج الفرعي 


ت الدرجة الثانية عل الصورة: 
p(x) = 3o 8)) + a, Bı (x) F a82 ()‏ 


g8,() = 1, 6 ( = x, 8)) 2x -1 


محرفة في (5.7) متم ارري ا 
د المعاملات , ا 


امن 
249 


E. :تھ‎ 


الصفر إلى )١‏ متعامدة. فاكتب بر اجا فرعا حاب المعاملات ةني 


(3-1) 


7_ اکت نایا لحات ( 60 .0) خمه فيم ١‏ و( قن | إلى ١‏ يث ,6 هو 
المخجه المتكون مى العاصر 


)x)( = 2 
5 sın 1 | 


و اوا یی 2ک چ 
i 1‏ ا ت متعامدة 
وبين عمل أن هده التحهات مع 


أ ٍف دال 
ناء على اللاتج لى تريخ (5) و(6) اکت براعا حاب ة في 
8 ناء لناتج في تمريني 
المربعات الصعرى: a‏ 
X) Fray َ‏ 8 ^ 
E aa ^a, 8, (x)‏ 


8(x) = sin (2rix/M) 


YJ k= 2 M-—7 
5 : للنقط‎ 
: حیثٹ‎ 
السائل الحدية‎ 
ى الصغرى في حل‎ 
% e ية المربعات الصغرى ك‎ 10.6 
رر الة الحدية إالاطة (3.7) من‎ 
) 5 2 . نعود الآن‎ 
P(X) y’ + (<) y = r(x) 
إالدرجة ۾ لتقرة‎ . 
(6 ا‎ 
۰ ۱ متعدده‎ 
الحصول عل‎ 


بجی : 


(6.3( 7)4) = ۷, 2(0) = ¥ 


کا نعرف الدالة 


w(K) = g" + p(xJz' * q(X)2 


(6.4) 


إدا كانت 2 قرية من ١‏ فدلك بيعي أن (۸)« قريبة من (۲)۸. وبالتالى 
ن طربغة المربعات الضخرى غاد ۶ بحيت تڪوٽ الدالة (×)س أقرب ا 
نکن ل 7 


کول اة ( »)م 


ا حر ,د عرف التجحهین: 
ا 1 RES.‏ 
W(X.) r),‏ 
| ا = W‏ 6( 
ل r(x”)‏ | 
1 ا w(x,‏ 1 
اہ المطلون ی 
حد آدن WR,‏ 
(6.6( 
لاحظ أن: 
اجر 
x‏ 
0 و + .ر 4 × z'(x) = a, 2a‏ 6.7( 
n(n 7 1)‏ 4 ^ و64 + z")x) = 2a,‏ 
وبالتال فإن: 
a‏ ]2 
2PX *‏ + 24 
w(x) = qa, * [P * qx] a, * [xq 8‏ 
ر 
x) + 2‏ 
w(x) = a, £o(*) * 3ı £, ( 8 e‏ 
8i‏ عمل عل الدوال م رې 


(x) = : 
3 + a,x چیه ا‎ 
251 ٣ ہے وا‎ 
250 n X 


مثال (6.1) : 


أوجد متعددة الحدود من الدرجة الثانية : 


Z(x) = a, + a,x + a, x2 
: قريب حل المسألة الحدية‎ 
¥ +y =0, y(0) =0, y ( F )=1 لتقري‎ 


2(0) = 0 A 
ما أن (×)2 جب أن عقت الشرطين الحديينء فإن:‎ 
جب‎ £ 
ذلك أن‎ 2 
وينتج من‎ 
3 (=1 
٤ 
e أيضا:‎ 
4 a =1 
e ۾ ذلك أن‎ 
` 7 „@, 
(= a + و2‎ 
۰ : ی ان‎ 
W( 5 7 
X) > ا سے‎ 
6) > 1* + ]2 + x2 


نلاحظ هنا أن الجمع 5 غير محدد وكلا زاد عد 


أفضل . فإذا فرضنا أن النقط هي : 
فإن: 


آي أن: 
وبالتالي فإن : 
إذن الحل التقريبي هو: 


ملاحظات : 


د قيم × كان التقريب 


T 
= ¬ ,k 


T1 

a 8 
> g(x) = 11قش[‎ 

> )رع‎ £, )*( = ¬ 5 
a, = 6 


8. - = رھ 


2 


zx) = 1.16376x ¬ .335588 × 


1 
اشن ابس للمسالة في المخال السابق هو: 


y = sin ]69( 
فبالا‎ 


مان أن نقارن ۳ 
60 لاحظ أن kl‏ ا لحل 


التقريبي z(x)‏ وهذا الحل کا في جدول 
ود 5 بالمائةء وأن هذا ا لخطا كن تقليصه بأخذ 


(2) لو تم أذ نقطة واحدة فقط لقيم هي تقبط الف راي 
7/4 = × في المخال السابق) فإن طريقة المربعات e‏ ل إلى طريقة 
الاستكمال (أي طريقة الفروق المنتهية مع ٣/4‏ = ط) 


(3) بالاإمکان تحسين التقريب باستعال الجداء الداخحلي الشتمر بدا من 
ا الداخل المتفرق . إذا كانت الدالتان (»)] و (×)ع معرفتين في الفترة [ط .1| 
فإن جداء هما الداخلي المستمر هو: 


6.8 : 
(68) (f.2) = J, f(%) g(x) dx 


هذا التعريف يؤدى ا تعریف معيار للدالة (norm)‏ وهو داا؟ا| حيث: 
و يف يؤدي إ 
IME = (f.0 = f F (0 dx‏ 
[ ن حداؤهما الداحلي صفرا 
ا تان اذا کان ج 
کما نصف الدالتین ۴ و ع بانھما متعامدتان إذا کان حداز 


(6.9) 


م الحداء 
حا المستمر بدلا من ` 
مثال (6.2) : ل الجداء الداخلي ۰ 
في مثال (6.2) باستعال | 1 
أعد الحل في ٤‏ 
المتفرق . 
۶ ھی لکن |[ طلوب الان هد 


چ للدالة Z(x)‏ 
ة لحدية 
الشروط | |W = f‏ = 
o ۰8‏ 


( + a 8, (0j dx : الخطاً التالي‎ 
de 
a, 2 f" e (6 1) الخال‎ ۴ 
0 [8,(x) و(×),8 کا ی‎ 
ک۹‎ +a g, )9[ 8,)×( حیث‎ 
,2ا8‎ ereh 
254 : فإن‎ 


(Bo: 8) 7 7 1.83112 i 
l2 

l= J HOA < 1.6287 

a, = 8 i 

3,.,. - = رھ 


z(x) = 1.124428 xX 3105483 


للمقارنة بين هذا المحل التقريبي والحل الصحيح » نکون الخدول التالي 


(6.2): 
l8 07 3816‏ 
69156. 
R97‏ 
حظ أيضاً أن اخطا مکن تقلیصه باز درجة أعلى لمتعددة الحدود («)2. 
17 
1 ریب الدوال باستعیال طر ہق المربعات الصغرى 
و ایا ال f)‏ في الفترة [ ,4] بمتعددة حدود (×)م بطريقة المربعات 
1 يتطل أن یکون المعيار: 
I(x) = p(ll 1‏ 
أ 
ل کن. ي 


أن من التعريف (6.9), 


,2 
٣ي‏ معاملان متعددة الحدود. 
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2 f o م‎ ھ٥‎ 


مثال (7.1) : 


أوجد خط المربعات الصغرى (١)م‏ لتقريب الدالة: __ ۷٢‏ = (م؛ 


في الفترة ‏ [0,1]. 

2f [VK a, — a, x] dx = 0 : من الشرط‎ 

0 

تخل فلا ت 
نحص 23 

ومن الشرط : 0 = [Vx a, -— 4, x] dx‏ 
2 
حصل على المعادلة ا 
5 3 2 

اھ ت 4 ٤‏ 
وبحل المعادلتين: T5‏ %7 
أی أن 8 چ + YÈ‏ 


1- أثېت آن الدالتين : 
f(%) = sin (27x)‏ 
8(x) cos(2rx)‏ 
متعامدتان في الفترة [1 ,0]. 


ا الدرجة 
E‏ طريقة الربمات الصغرى لإيجاد متعددة اللحدود من 


الثانية كحل تقريبي للمسألة الحدية : 
ny =0, y(1) = 1 8‏ -" 
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وذلك: 
| باستعال الحداء الداخلي المحفرق عند النقط : 
XxX =1.25,1.5,1.5‏ 
ب باستعال الحداء الداخلي المستمر. 
3 استعمل طريقة المربعات الصغرى لإيجاد متعددة الحدود من الدرجة 
الاللة في إيجاد حل تقريبي للمسألة الحدية : 


y” +y = 0, y)0( = 0, y)1( =1 


«h‏ باستعمال الجداء الداخل المتفرق عند النقط 
5 ,5 ,0.25 = × 
«ب» باستعال الحداء الداخلي A‏ 


2 
وجد خط | 
لمربعات ا الدالة ا [o‏ . 


س (1) 


س (2) 


س (3) 


س (4) 


ا 
: إذا كان رن هو المتجه الابتدائي» ر 


غوذج اختبار (2) 
الجزء الثاني (الفصول 8 ,9 ,10) 


الزمن 1:30 رساعة ونصفم 


: أوحد (0.5)ر تقرياً من المسألة الحدية: 


y” + xy = 1, y)0( = 0, y)1( = 2 


باستعمال طريقة الفروق المنتهية (5. = .)١‏ 


: أوجد قيمة تقريبية ۸ بحيث يكون للمسألة الحدية : 


y" + \xy = 0, y)0( = 0, y)1( = 0 


حل غير صفري» وذلك باستعال طريقة الفروق التتهية مع أخذ 
.h= 0.5‏ 


: لحل المسألة الحدية : 


Y= f(x,y, y') 
y(0) = 0, y(1) = 2 
(1 = 3 اة‎ 
0 = 1 بطريقة التصويب أعطت الحا‎ 
نم اعطت الحاو لای 2 > 0 م ي‎ 
ل الغالغة بطريقة القاطع ؛‎ 
قيمة (0)'ر في المحا بطري‎ 
قيمة (0)'ر في المحاو ا‎ 


ا تؤول 
نسب عناصر اجه لا لى عدار a‏ ناية 
قيمة ذاتية زلم فوفة ۸ عندما تسعى أ إل الدودا 
فیمه أ أقمی من 
اک ناا فرعاً ليله الطريقة مستعملا حا قصی 
پر1 ورقم اختبار التقارب ۰۴۴8 


* : 


س (5) 


س (6) 


التالية : 


SEBE 


استعمل تحويلا مناسباً وأوجد العلاقة على الصورة 


P = a, + a,T 


[| ٠ 


لتمثيل البيانات ( *) على الصورة : 


i) = a, ta ea Fe 
. مر متوسط قیم > أوجد ره بدلالة النقط (رر .ی‎ * 


افطل الدادي عشم 


حل المعادلات التفاضلية الجزئية 


Solution of Partial Differential 
Equations 


1 مقدمة 
كمثال لمعادلة تفاضلية جزئية » ندرس المعادلة : 
م ف )1.1( 
حيث ا دالة تعتمد على متغيرين هما × و. تعتبر هذه المعادلة من المرتبة 


الا 4 8 
ابه حيث إن مرتبة أعلى مشتقة في المعادلة هي المرتبة الثانية . في هذا الفصلء 
”م بدراسة المعادلات الجزئية من المرتبة الثانية على الصورة: 


du 
3u u وړ ل‎ 
. + > 
2 ٩ چچ‎ +٣ رھ ° رټ“‎ x 
du 
— +fu+g=0 
+e ay 8E 


حیٹ 
ا ب اع إما مقادير ثابتة أو دوال في المتغيرين × و ر. لاحظ 
كانت: 
a=k,b=c=d=f=g=0,e= ~1‏ 


ن (1.2) - 
) تصح مكافة للمعادلة (1.1). 


تصنف المعادلة (1.2) بأنها مكافئة (ءناماو٣هم)‏ عندما. 


b” — 4ac = 0‏ 8 
ونقول بأنها ناقصة (ءنامااه) عندما: 
b” — 4ac < 0‏ )4( 
وأنا معادلة زائدة (icاهاإ#مرط)‏ عندما: 
b” — 4ac >0‏ )1.5( 
2 ت ان 0 = b” - 44c‏ 
وبالتای فن (1.1) معادلة مكافئة حيث إن: 
أما المعادلة : 
u‏ ر لھ 8 
b* - 4a = x ay2 x, y(‏ 
a‏ 0 > (1) (4)1 - 0= ° 
فهي معادلة ناقصة حيث إن : 
أما المعادلة : )17( 
۵2 2 
ق _ 1ل > “4e‏ 
رو ` ٩‏ 0 < (1-( 41< ° 


فهي معادلة زاثدة حيث إذ: 

2 ) بمعادلة الانتشار Equation)‏ ر 

. (Poisson i 
Equation) معادلة پواسون‎ 

es "Ve Equation) کک : رة الموجة‎ 

ت 7 بعاد . A‏ 

۰ إعادلات إلخفاضلية الجزة د 

أ 


. هم 


تمارین )1( 
1 4 ما إذا كانت الدالة : (7x‏ ةد u (t, X)‏ 
au u 2‏ 
قق المعادلة : ت س 
جو ر at êx‏ 
والشرط الابتدائي : u(0, x) = sin (7x)‏ 
والشرطين الحديين : 0 = )0 u(t,‏ 


u(t, 1) = 0 


2- صنف كلا من المعادلات التالية من حيث كونها مكافئة أو ناقصة أو 


زائدة: 
b‏ لے بے u +2 3u 3u‏ 
E3 êxay y2 x‏ 
(ب) ست ړ سه 
20-0 2 , 3 
ax + 2 u‏ 2 
() 2 
بين المناطو و 
طق في المستوى لإ-× التي تكون فيها المعادلة : 
ے u au u‏ 
٤ axay + E2‏ 3 


أد زائدة أو ناقصة. 


ی د 


Diffusion Equation ادل الانتشار‎ 


2 
11 معا 


= س نحتاج إلى الشرط الإبتداتي: 


والشرطين الحدیین عند ۵ = × وط = × 
() ,8 = (ھ ut,‏ 


لاحظ أن ا معلومة عند النقاط الواقعة على الحدود والمطلوب قيمتها عند 
إيناط الداخلية. لاحظ في هذا الشكل أيضا أن : 


N=4M 22)‏ 
3= , چ 
23 1 ك فرق 1 
u(t, b) = 2)‏ يعاد الحل العددي بمكننا أن نستعمل التقريب بالفرق المر كزي: 
أي أن المسألة ابتدائية وحذية في نفس الوقت. دع : a=0‏ ر + پا و ہے ج 
Ax u, = UAL, jA»)‏ 
N‏ 012 وبالفرق المتقدم: 
یت i=0,1,2,...,M‏ ا ہے = _ (2.5) 
Ax= b-a‏ 2 
N‏ 
At = TIM‏ وبالتالي فإن 1.0( تصبح 
ت عند ا = 
قمة للمتغر]. وبالتاي فإن الحل العددي هو حساب ا ا ےا امز ۽ ے aj ij‏ )2.6 
و هي آخر قيمة 2 م | ا اا At Ax‏ . 
xX At‏ (ي ×۸[) من الھے 0 و ا ل أو: 
u‏ پا 
u‏ ... ر 10 )21 ~1( + 
والقيم الحدية : ا Î o n ay‏ وپ ea a‏ 2 
حيٹ: 
کا فی الشکل (2.1). xAÈ‏ = 
۱ )2.8 
ا لاح أن الصيغة ( ر 
ل ات رالتاي فان الطر 2 اشتقاقها باستعیال الفر ق المقدم للمشتقة الأول 
۳ “ . فة لطريقة أويلرء وعلیه نطلق عل (2.7) مز 


مثال (2.1) : 


قضيب طوله 1 مترفي درجة حرارة 100 مئوية وضعت نهايتاه فى درجة 
حرارة صفر. أوجد درجة الحرارة عند أبعاد 5 و 0.5 و 0.75 من 


الطرف بعد مرور 0.01 و 0.02 و 03. ساعةء علا بأن درجة الحرارة د 
توصف بعادلة الانتشار»ء وأن معامل الانتشار ۸ یساوی |: 


2 


du ûٌ“u 


dt 


نلاحظ هنا أن : 01. = A!‏ 


A» = .5 
T= AVAx? = 0.16 


1- 2r = 0.68 


0.16u. + .68u. + 0‏ = ر 

وبالتالي فإن: 16 0 " j-1‏ 
کو ا اللحر التالي: 
ونلاحظ أيضاً أن الحالة الابتداثية والحدية بمكن أن توضع على 
t= .02 0‏ 1 
م 01 = | 
0 
0 

100 100 0 
.25 ×= 5 X= .75 x=1 


100 
0 x= 


لحساب ها (أي 01 t=‏ و25 =( 
84 = (6)100": 
= ×) د . 


e Ba 
.68(100) + .16(1 e ولحساب ر (أي‎ 


00) = 100 
266 


وإذا استمررنا في هذه العمليةء نحصل على الحدول الان : 


)( بالإمکان | ۲. 
الإ إنبات أن طريقة | 1 
ستقرار هو: ویر 00 دات اس ا 
ستقرار مشروط» وشرط 
KE zk‏ 
r=k Kx 2‏ 
إذا 2 
ا هذه المتانة ا )2.9( 
م ابصدائية يؤو يلك ايار ۵ د ×۵ مناسبة) فان ۲ 
وها رء |e‏ ت ا : 
0 تدما يؤون امغر ا 
تھے اوو ا تل ضما ری ور طت ات ال ما ای 
(2) باو 1 تول ا إلى ما لا خهاية إذا 
27 ا 
fA) U;‏ +( يلي (بافتراض الد الحدوة ا 
a‏ 4 2 را( 
ھر 
صفوفة الش لج ٠‏ 
ی 2.10 
Uj‏ 0 صف وعمور , 
0 
٤‏ 0 8 
ا 7 U;‏ 0 1 2 1 
ا 1 ت 
ا ` |^ ea»‏ 
فرق الوسر 2 و" 
0 
0 
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من (2.10) يتضح آن: 


2.12) U, = (I + rA)" U, 


لکی يؤول متا إلى المحجه الصفري جب ان تکون القيم الذاتية للمصفوفة: 


8 B=1+rA 
:۸, أقل من الواحد (لاذا؟) . وهذا يعني أن لجحميع‎ 
[1 + | <1 
حيث ,۸ هي القيم الذاتية للمصفوفة 4. بتطبيق نظرية جرشجررن على‎ 
: المصفوفة 4 نلاحظ أن‎ 
|; + 2| < 2 


1 4 m~ 
).9( من (2.14) و (2.15) یکن استاج‎ 


مثال (2.2) : 
أكتب برناجا E‏ 


لتوفير التخزين في ذاكرة الحاسب الآلي الرئيسية لا نستعمل ([,1)ن كرمز 
تغیر رلا حیث إن هذه العملية في هذا الخال تتطلب الأبعاد (11 x‏ 500( 
a E E‏ 


U0), UNEW(J) J = 1,2, .--» 11 


ع اغد ون ب کو و ن و 


‘R)' U) 


DIMENSION U(1)), UNEW(11) 
PI = 3.14159 

F(X) = 0 (PI * X/2) 
GA(X) = 

GB(X) = êê -PI1*PI* X) 
DT = 0.001 

DX =0.1 

R = DTI(DX * DX) 

N =10 

NI=N +1 

M = 500 


po 101 =2,N 
x = (J-1)? PX 


10 UG) = FOS 


T=0 
U(1) = GA(D) 
U(NI) = GB(D 
0 15)T, (UO), 3 = 1,N1) 
js FORMAT (' T7’ F6.3, 11F10.5) 


po 1001 = 1,M 
T=1* DT 
251=2,N 
2 y-p+uU0+ D+F 


30 UG) = UNEW (D 
WRITE (*, 15) T, (UD, J 1,1) 
100 CONTINUE 

sTOP 

END 


لاحظ أن قيمة ۴ في هذا الرنامج هي 


R = .001/ (1) = 1 <05 


وبالتالي فإن النتانحج تکون مس اما لوم يتحقق هذا الشرط فإن فيم د 
ستزداد معدل سريع وينتح حصأ في الرتامج يسبب تعدي الأرقام الحد المسرح 


به في الجهاز 


تمارین ) 


نی بين لوحتين» ومن السكون تم ريك اللرحة 


2 ف الشكل المرفق سائل د 
حه ساكنة» فإدا کانت سرعه السائل 
اللو الف 


العليا بسرعه 4 200 وبمیت 
= م فا 
ا تحقق معادلة الانتشار بمعامل الانتشار 0.1 = م ا 


عند بعد ل »و = × بعد فترة زمنيه جود 
۰ 1 إللوحة اللحركة 


تعقق استقرار 


e .)2.15( و(2.14) و‎ (2.13) 
A۸ 


قى المتأاخر: 


۾ _ باتع ال التقريب بالفرف 


باشتقاق الصيغة : Uj, = (L~ TA) U,‏ 
ق 
قم 
حبٹ ا 
E‏ 


وء ب أن صيغة الفرق المناخر في تمرين (4) ذات استقران غير مشروط . 


6 حل معادلة الانتشار بمعامل انتشار 1=« وشرط ابتدائي : 
u(0, x) = 100 sin (7x)‏ 
: صفرية ود =« t= Û‏ 
وشروط حدية صفرية و: 4 = 2 


وذلك عند 1 = ا 


(أ) باستعمال طريقة أويلر. 
(ب) باستعمال طريقة الفرق المتأخر المبينة في تمرين (4) قارن بين الحلين 
مع التعليق . 
(<) كب بناجا ساب دا عند 5 ٠=‏ بطريقة أويلر متعم 
At = .01, Ax = 42‏ 
(( اھب وھا ای س وک ری ی 
وھ ی کت ی (افرض وجود برنامج فرعي 


للمعكوس) . 
چو ج ا ن ا 


11.3 
معا 
ت بواسون Poisson Equation‏ 


نمی المعادلة . 


G6.1 


معا 
ہوا 
لمن م وت وهي معا 
حدود 2 اشع الناقص (Elliptic)‏ وکن حلها 
في المستوی و - »ی آي 


6) u(x, y) = g(x, J) 


لجميع قیم (ر ,×) الواقعة على حدود ۰6 ک) في الشكل (3.1). 


۴ 


شکل )3.1 
العالة الثابتة (أي Ê‏ 
ِ درجة الحرارة لي Oh is‏ 
الناحية الحطبيقية قد تصف 0 ةط الداخلية في 
ا ۳ لاحظ أن المعادلة (3.1) تتحقق عند ا 
ا إلدالة (ر ,)ع من العطيات . ات أ 
ر فة 6 إلى مر 


إلعرط الحدي م التقريب: 


.3 
سل کی اھ دو ف پد 
م خطیلات تید (A 2 lu‏ 

8.4) u. Xx) (x + Ax, Y( - 2u & 

u) - Ay «(‏ +( = ر 

۰ ( و و 
y( +‏ )1 
Gs) xy — A9)‏ 
الاصطلاح ` 
وباستعال 


1 py,) 
2 ب ا‎ * e رر‎ 


8 ۲ 


5 


حیت : 


)3.6( X, = Xx + iAx 
Yj 7 Yo * jAy 
: نحصل على‎ 
Ay (Uj U_ ز1‎ + Ax e * ت ر‎ 2(Ax 5 ۸ ,ه‎ 
E) = AF AY f 
r= Axl Ay وباخڌ‎ 
: نحصل على‎ 
1 
6.8) i [1j * Mı FF (ger * 
- Ax رگ‎ 
: وفي الحالة الخاصة ا = رھ = × فان (3.8) تصبح‎ 
1 - hf.) 
G.9) j 4 [1j + ز1‎ + ij+1 + j-1 2 
۳ a a دعي (في حالة 0 = م‎ 
الجادرة ا بي ؟) تعني آن س تساو متوسط قيم ٿا في الأريع نقط‎ 
ر 2 ةه‎ 
شم یکا اران وم تع ملو ماو رمد‎ 
ترب ما مله مهتا لاستیال طریتة جاوس - صودل»‎ ٠ لے ا‎ 


مثال (3.1) : 
أوجد ق 1 5 النة ي e ٣‏ 5 
اوجد قيم (ل ,×)نا عند النقاط الداخلية المبينة في الشكل الآي: 


علا بان u‏ تحقق معادلة لابلاس (aceاapا)‏ التالية : 


u 


es‏ استعمل طريقة 


1 اي‎ 
uy = [uy + + 1] 


راعذ 2 = 1و1 = ز فإن: 


لورت + رلا + ر + i” 4 [uy‏ 


رحيث (من المعطيات في هذا المخال) أن 2 = ورل 


1 OH 
7 4 [ug + Û, + فإن [2 + ر‎ 


وبأحذ 3 = 1¡ و1 = ز فإن: 


1 
کل‎ 4 [u,, + a, + a اوا‎ 


1 2 [u * 1 * 4] 


نفس الطريقة فإن : 


0 


2) 


G6) 


ومنها نحسب الجدول التالي : 


0.75 
1.1875 
1.546875 
1.1875 
2.09335 
2.410156 


0.84375 
1.62104 
2.007813 
1.484376 
2.686 
2.65980 


1.2607 
1.915771 
2.4378 
1.663818 
2.809692 
2.73838 


لدد أكار من الدورات . یکن إیقاف 


0( للحصول على حل أكثر دقة نحتاج 


الدورات ني حالة تحقيق : )6.10 
<e‏ | ا 


۹ max|u' 
الدقة المطلربه.‎ Es . ij 


قف قیمته 
يث » تعني رقم الدورة وء دم ّ 
سيدل هي 


اخطي ر9 .3 بطريقة جاوس 


(+ 


G.11 
) 1ں‎ 
j ٤ 


o 


مم یم ېږ نين ئي ي 


ج 


لاحظ أن هذا النظام الخطي سائد قطرياً وبالتالي فإن تقارب طريقة 
جاوس - سيدل أو طريقة جاکوي مضمون ف هذه الحالة . 


ةَ بواسون اء ما 

ادرو شتی عل م 8 

في حدوده الأربعة بمافي ذلك عدد 
٥‏ الافقي 

× وعددها ف الاتجاه العمودي "× 

ر لاتجاه الأفقي A‏ وعرضه ف الاتجاه العمودي e .B‏ 
لتحقيو الحالة (1.) والعدد الأقص ‏ لار 

حديد الدالة ر 8 في برنا ا 2 

:رمج فرعي 


(20, 20( 


DIM Es OF ^ 


20), UN 
و‎ U (20, VALU 


UN (I,J) =1 

DOSSI=1.N +1 
DO55J=1.M +1 
U(1, J) = UN (1.J) 


DO IW IT = 1, MAX 


DO 60J =2. M 
DO 601 = 2.N 0 

UN (1.J) = (UN (1 - 1.J) + U(1 +1. J) 
. + RSQ * (UN (1.J 1) 
* + U(1.J + 1)) 
٠ DX *2°F(— DX. (J = 1) *DY)) 
2 /(2 + 2° RSQ) 

DOMNI=2.N 

DO 0J =2.M 

IF (ABS (UN (1. J) — U (1. J)). GT. EPS) GO TO 80 
CONTINUE 

GO TO 20%, 

DONT =2 N 

DO %0) = 2.M 

U(i.J) = UN (1.J) 

CONTINUE 

NO. OF ITERATIONS PERFORMED IRS‏ پو 
م RTE FELE‏ 

WRITE j OLUTIONS 

DO ر250‎ SENN 1 

K~ M + و-23‎ 

WRITE (e a1. 

O HULK | N“ 1) 

ND 

UNCTHON 

٣ ON F(x 

RETURY 

Nb) 
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ع 


2 


C 


نمارین (2) 


إذا كانت درجة الحرارة نا تحقق معادلة لاإبلاس» وكانت ثابتة 
نت نابتة عند 


حيط مربع طول ضلعة مث واحد على النحو التالى: 
u =0‏ 
MD‏ 0.0( 
u = 100‏ 
u 0 Re‏ 
چ 
6î 1 (1.0‏ 
0= 
أ 


ادع ۲ 
وجد قيا تقريية لد ىة 
تقريبية لدرجة الحرارة عند النة 
بالر > وذلل 2 عند النقط الداخلة 
سمء وذلك بحل معادلة لابلا a ET‏ 
س بطريقة الفروق المحدودة 


مستعینا ا 
ينا بطريقة جا 
ر( جاوس سيیدل و 
حسب 5 دورات ود في حل النظام ال 
.ورات فمَط ما الا 
(. خطي الناتج 


ب أعد را 
مستبدلا ط رق 
عن طريقة جاو 
- اعد وأ س - سيدل بطريقة جا 
اا كن بحل النظام الخطي بطريقة امز 
ب برناجا للم ي بر یمه ف لا 
جد صيغة | لاقيام بالحسابات في وا ا 
ا ي اشر روم I‏ 
4 
0 س | م 
حیٹ الد ax‏ ت 
i)‏ امشتقة ارا جس j 48 ٤‏ 
0 ٍ عند نقطة غير 
و ير حددة 


(0,4) (3.4) 

(0.0 G3.0) 
عل بأن: کے کک‎ 
êx ay y 
u)0,y) = ux, 0) = 
u3, y( = ر‎ u(x, 4) = 16x 

.Ay =2 و‎ Ax =1 | 


(ب) بن ان ”ر ر = (ر ,»)ن تحقق الحل المطلوب وقارن بین هلال 
وال التقريبية ف (أ) . هل یتساوی الحلان ولاذا؟ 


وی ی ی ر ر 


Wave Equation معادلة الموجة‎ 1 4 


بالإمكان حل معادلة الموجة : ۹ 4 
3u Ez‏ 
a2 2 3 fk, 3‏ 
ا الشرطين إلاتدائيين )4.2( 
ذلك تو (4.3) 
u(0, x) =>‏ 
e +(x)‏ 
Ot (0, x) > 0 (x)‏ )4( 
ا i‏ )5( 
9( ع = = )0 u(t,‏ 2 لات ف 
a(t, ¢)‏ . ن عله 


 8(t) 


1 ودی 
(4.1( م اھر Sh‏ 
العادلة 10 حر 


الطبيعة. فمثلا إذا كان لدينا سلك كثافته م وتحت تأثير شد ١‏ فإن (× ,)س 
تصف في هذه الحالة تموجات السلك حيث: 
=p‏ ° )4.6( 
قشل مربع سرعة انتقال الموجة. لاحظ أن (×)4 ثل وضعية السلك في 
البداية وأن (×) تمشل السرعة الابتدائية في الاتجاه العمودي (أي ×) . 
لإيجاد تقريب للحل» نستعمل الفروق |١‏ زية 41) ل 
لمركزية في (4.1) لنحصل على : 


=f 
و گے‎ =2 +7 
(4.7) 2 (Ur 1j ج‎ 2j 8 ز1‎ Ax (ij j j-1 1 


رما نحصل عل : 
2 
رگ ۵ +( 
Uu_ 8 (U; +1 2 j-1‏ 0 = 
U1 (1 ¬ ) 2j 1j j e:‏ (4.8( 
Ax‏ 1 
ا oT‏ )4.9( 
وړ ص (1 = ۲) آي : 
49ر 4.10( 
U;-_1j + ۵ f‏ 
و 1ز ۳ و 
ي علا گن 1+ j‏ ز1 + 
کا کا ت( 
لای عندما 0 = التعبر )4.11( 


مثال (4.1) : 


أوجد قیم ٠,‏ بأخذ 1 = ۲ (أي ×۸ = ۸۲») 
علا بأن 0 = f(%, y)‏ 


Ax =1, € = 10, u(0, x) = x (10 — x) 
3 


u(t, €) = u(t, 0) = س‎ (0, x) =0 


نلاحظ اول أن لتطبيق (4.11) تلزم معرفة قيم رن وهذه يكن الحصول 


3 يھا من التقريب : 
u(0, x)‏ ك )× u(At,‏ ية x)‏ ,0( ق 
At‏ 
du‏ اق و 
ا 0= * a‏ 


ادا من اقل إل آعل): 
وبالتالی مكنا وضع الحل في الحدول التالي (ابتداء من 


ج ea‏ تة ھچ a‏ ت2 ea‏ 0 


5#’ oo0oooo®ooo 


وکن ثيل هذه النتائج بيانياً في الشكل (4.1). 


نلاحظ أن و ر 
ر م ر (إذا قمنا بحسا آل e‏ 
وو یں کک ا ج الق عد شرات زیی این 
۳ ج وعو جا يعرف بالذیدبة» واڈا کد 
> (4.7) هو: e‏ ن نت 0 = ٤‏ فإن ال لأ فى 
*j) +‏ م( E‏ 
۵ - ۸ ب 
ذلك لان 12 “j‏ )4.12( 
+ 
A 3u (t,‏ 
n‏ 11 2ے زابر ے تھ 
2 سے 
yT + u A 0 (tj‏ 
7 و بے و 
بث إن . a Ax‏ 14.@ 


فإن : 


6u‏ 6ے لھ اق 4 اچ 
ax a‏ 


بافتراض وجود هذه المشتقات. يتضح من (4.13) و(4.14) و(16.) 


استنتاج (4.12) . ومنہا يتضح أيضا أن ٠‏ 
ej = 0‏ عندما Ax =cAt‏ )4.17( 
نلاحظ أيضاً أن شرط الاستقرار في (4.8) هو: 


cAUAx <1 


٣ 0 :‏ ل4 
1 الجحدول التالى يبين قيم نا عند 0 = ا وا۸ = ا لسلك مهازطر 


وحدات . 


ة 3 ي : ٤‏ ف یک فيم 
rh‏ جاك باح 


٣ بين ج‎ a: 7 

تی استقراز الل العددي بالفروف المركزيه 1 

یتحمی 

ختلفة ۸٤‏ على البیانات 5 
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ر 


(4.16) ET 


0 0 1 0 0 0 0={ 
3 بن أن الدالة: u(t, x) = sin(rx) cos (Tt)‏ 
نحق المعادلة الموجية : e‏ ے u‏ 
E ax‏ 
والشرطين الحديين : 0 = )1 u(t, 0) = u(t,‏ 
والشرطين الابتدائين : 
0= ق 
,0( 5 
حل هذه المسأالة مستعملاً ا = جم ر l2‏ 2 
الحل العددي الل ادن تد ۵ بقيم ختلفة وقارن 
استعمل أيضاً يم At‏ 


Axz> E a Axو‎ 


غوذج امتحان شامل 


الحجزء الثاني 
(الزمن: ساعتان) 
س (1) : أوجد القيم الذاتية ( فة : 
5 8 


س (2) : استعملل طريقة القوى (دورتين فقط) لإيجاد قيمة تقريية ذاية 
للمصفوفة في س (1) مبتدئا بالقيمة الابتدائية للمتجه الذاتي 


1 
111 
Y + y= sin (%), y(0) = 0, y'(0) = 1 
وذلك بطريقة أويلر مع 0.1 = ط.‎ 


3xy = 0‏ +" 
: ة القيمة الحدية: 
س (4) : حل مسالة القيمة الحدية 1 = )1( ,0= 0 


از ل =ط. 
بطريقة الفروق المركزية مع أخذ 3 
س (5) Choy, (0, Yı), (h, y,) E e‏ 


برنامج لتکوین الصفوفة : 


Zx x 
٠ xX 


1 AR a 
س (7) : استعمل مریعة اویار مع احد =× و = ۸ لساب‎ 


200 
- اللغادلة نة du‏ 
امن ده ن کک 2 29 

u(0,x) x چ‎ 1 2 

u(t,0) = 0 

u(t,1) = 9 

چیھ کے کد 

3 3 


۰ 200 
ابه هل يتحقق الاستقرار عندما توول ۲ إل 0ه نی النقرة ا ۽ 


ملق (1) 
طول الإختبارات 


نموذج اختبار 1 (ال جزء الأول) 


ا 


الزمن : 1:30 (ساعة ونصف) 


نت أن الفترة 0.23 ,0,1) تحتوي على جذر للمعادلة 0 = 7 - 1 


الإجابة: 
f(.1) =10-7 =3 f(2) = 5-7 = “2‏ 7- = )0 


چا دالةمستمرة و ٨).2(‏ (۴).1 قيمة سالبةء فلا بد أن يقع 
جار في الفترة (2. ,1.) , 


ا : لتنصيف سات 
تعمل دورتين في طريقة الت ب جذر المعادلة فى دأ» 
استعال الفترة الابتدائية (0.2 ,0.1). تق 


الإجابة: 


5. = 22 + 1) = و 


4 = =7 1 
اک سے ے 
1 15. =6( 
E 2 125‏ 
ا e)‏ ¢7 


i N a `‏ ا ب جذر المعادلة لي 
ا دورة واحدهة 3 صر به و ا ا ۴ 
ARL SY ASANE SNR‏ 
رت ») مستعملا الفره اد 2 


٩= - a ٍ_ MD) 
E الإاجابة : پڪ‎ 
3.1 + .06 = 1.06 
ر الخاطیء‎ 
لطريقة الوصع‎ 


المرفق دورتین 


ن عل الرسم 


= ا ت (a)؟ ¬ ۾‎ : Sn (a - 7)) - )۾‎ 
f(b) = f(a) 1 Hg 
2 2 د‎ 
a e NT 
b, + a, b *# ã 


= (a, b, + 7)/ (a, + Db) 


چ استخدم العلاقة في «ب» لي كتابة برنامج لحساب وطباعة » من 1 = ¡ 
إلى 10 = ن مبتدا بالقيم 2 = ة و3 = , 
(لاحظ أن و ر 


1+1 
A=2 
B=3 
DO 101 = 1,10 
C = (A ° B + 7) (A + B) 
WRITE (°, *)C 
A=B 
B=C 
10 CONTINUE 
STOP 
END 


أ ء 


ت 2 الرفق ما إذا كانت طريقة التقطة الابشة (ع)ع = > 
%0“ ا تؤدي إل تقارب نحو أحد جذري المعادلة (×)ع = × بالقيمة 


5 


N) 
/ 4 


المطلوب. 


لتقارت 
۴ يقة لا تؤدي إلى ا رب 
يتضح من 


ا ( = ,* 
2 = × وحساب دورة وا وج 2 = 9/4 = 2% 5 * 0 
۹ ں۴ الذي ا 
¢ ارا 
ION SROOT 0‏ ڀطبع 
as :‏ 
ا ی اسممل طریقة یوان ت 


ن (1:30) (ساعة ونصف) 


ت ألتالة : 
اد ' اخس وورة وا جت بطريقة جاوس - سيدل لحل المعادلات التال 
3x +y+zZ—1 =0‏ 

x - 2y - 1 =0 


2y + 32-2 =0‏ 
افنرض القيم الابتدائية 0 


= 
۳ 3 = 3ے _ ۳ر = = 0 
3 > = 1/2 - ں) ے ر 
9 = 42/3/3 2 = 2/3 ے) ے ر 
بے هل يتحقق التقارب في واي عندما یزداد عدد الدورات؟ لماذا؟ 
الحل: 
نعم والسہي أن النظام سائد قطرياًء أي , 
ا11 + إ1 7 = al‏ 
|11 27ا = اھا 
P1‏ 7 = ایا 


أ حل المعادلات التالية بطريقة الحذف لحاوس : 


5, + x + 2, = 3 
3, + x, + 2x, =1 
¥, + 2x + 3x, = - 2 

9 2 3 5 1 2 1 

ا 8 8 4 0 بے 1 2 ] 3 
1 

: 8 0 1B 26 =6 
E 2 3 
U 8 
8 8| 3 >1. x = (=8 + .8(/.4 = 

0 = 8(/.4. ج 1 1- ق 0 


| = 0((/5) 1- (1-) 2 - 3) = ,* ل 


اکتا راجا فيا اا 
نوا الحجه × بحل النظام القطر أصفار) . 
ا ا جع عناصر ها التي فوق it‏ 
ENSIO (A,B, N, 1‏ 0 
S0101 J AC, Û BP), XR)‏ 
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أ إذا كان عدد الطلبة في سنة 1984 هو 17,000 وفي سنة 1987 هو 19400 
فقدّر عدد الطلبة في سنة 1988 باستعمال الاستكمال الخطى . 


( 17000 -— 19400 
الجا : (1984 - 1988 + 17000 = )1988 
لحل 1984 - 1987 
0 = 3200 + 17000 = )4( 2 + 17000 = 
ب أوجد متعددة الحدود من ن الدرجة الثاية التي تلتقي مع الدالة 
( اھ = (٭)۴ عند 0 = و ج = × وت = 
x y=sinx Ay ۵y‏ 
2- 1 0 0 
l2 1 -1‏ 


2 (x = 0) (x r2) 


س = 0= 


p(x) = 0+ 2 (2) 


(< ت 4 2 
“ أب برناجأ تشدير مر )× ي e‏ 
د السكان في سنة الفترا 
علد السكان في الستوار ا من لسنوات (يتم إدخا هام 


e‏ و ا ث الماضية (أيضاً یتم إدخاها) 
DIMENSION J x), ¥(2)‏ 
01=1,2 
ا 0 Do 1 (, °) XD, ¥OD‏ 10 
E y(1)) * PF ~ x(1)) + (%‏ 
ge RO O RN‏ 
wRITE (°, °) XP, YP‏ 
sTOP‏ 
END‏ 
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نموذج امتحان شامل مع الإجابة | 2= × 


الحزء الأول أ 
f) = 2)11/8(” - 3 = 121/32 - 3 = 2‏ 


(المجموع = 40 نفطة) 
د أكتب برنااً لحساب 10 دورات بطريقة نيوتن مبتدئأ بالقيمة 2 = × 


لحل المعادلة 0 = 3 - ×2 
س 1: (نقطتان) 
X =2‏ 


. 3 2 
أوجد قيمة تقريبية للجذر الموجب للمعادلة 0 = 3 - *×2. 10 ,1= 201 DO‏ 
ٍ ا X =X - (2°*X°*X - 3) (4° X)‏ 20 
بطريقة التنصيف مبتدئاً بالفترة [2 ,1] وحساب دورتون فقط. WRITE (°, *) X‏ 
بەر STOP e‏ 
(نقطنان) END‏ 
١‏ : 
حل 2 = f)1.5(‏ و 3 ع 
Fa‏ 
Ok‏ ا 
8-3 = (۴)2 = : 5 |۱ 
E 1 (=8 3=5‏ ا3ل = ا واحدة لحل المعادلات التالية بطريقة جاوس ۔ سیدل انتداء 
1.25 = 2 اا و ا 
ت واحدة٠‏ 
ئ بالفترة ]1,2[ واب دور د (نقطتان) 
الفاط اء مبتدثا بالمرة نقهطنان) 
بطريةة الوضع الخاطى ) 1= 3x +y‏ 
2 ؟ 2= 2y‏ + × 
“fa‏ 
الحل: a‏ 1 ( 8 1 
: 1 2 ا“( =1 XK 3 3 : (2 0 - a‏ 
ت PE‏ .1 <3“ 2 ے 213 ے 2x‏ 
e D8‏ ب 8 اا 
18 مل یتم التقارں : ا 
دور ٠‏ )هاا حو الل في «آه عندما یزداد عدد الدورات؟ لانم 
و 
چ تتن اذ 2 < نعم ا 
َة نيو ° Ij‏ 5 . 
ی بطریقه * N‏ العادلات سائدة قطرياً. 
=« 
لحل 8> yw"‏ 


اكتب البرنامج الفرعي : 
SUBROUTINE ELEMI (A, B, N)‏ 
الذي يقوم بالتعديلات اللازمة في المصفوفة المربعة ۸ والمتجه 8 وذلك 
للتخلص من × في جميع المعادلات (ما عدا المعادلة الأولى) في النظام الخطي 
8ة کون من 8 سحاد اقرش آم ۶۵ ة: 1 
(5 نقاط) 
SUBROUTINE ELEMI (A, B, N)‏ 


DIMENSION A(N, N), B(N) 
DO101=2,N 


T= ~A(L1Y/A(1, 1) 
DO201=2,N 
2  FD=AMLD+T*A (1, 3) 
10 B(D = B() + T* B(1) 
TURN 


ت کار 


1.6-1.5( )1.6-1.8 .1()- 
€,(1.6( = N | = (D (-.2( =1 
(1.7-1.5) (1.7-1.8( (.2( (-.1( 
.6-1.5( )1.6-17 .1()- 
€,1.6) = (1 )( ) 8 )+.1( (-.1( ا‎ 
(1.8-1.5) (1.6-1.7) (.3( (.1( 3 
(1.6) = 2 + 8.1 - اگ‎ = 2.3 + 8.1 ¬ 3.2 = 104-2 


= 7.2 


إدا کانت |(۴۳)۸| لا تزید 42 ٤ a‏ 
e‏ تزيد عن 2 في الفترة [1.8 ,1.5] فأوجد حدا أعلى للخطاً 
(4 نقاط) 
(x = x) (x > x)‏ . ۳ 
* - +( س > )م - 9 
) -1 > 1-6( )1.7 = 1.6( )1.5 = 1.6(| 


.002 _ 0067 
(.1) (1) (2) = “3 


> 


> 


2 
6 

1 
3 


5 کے 31 3 ر 
21+ 1+415( .0.5 


٤‏ الحزء الثاںی 

لخطا في التقريب المتحصل عليه في «أ»؟ " 

ب _ ماهو الخطا في التقرير ( اختبار نغوذجي (1) على الفصل السادس 
نقطتان) 2 


1 5 
E‏ الزمن : ج 1 (ساعة ونصف) 
= × | 


E تعتبر طريقة أويلر ذات استقرار مشر وط‎ ١ 
غر مستقرة على الإطلاق بينم تعتبر طريقة شبه المنحرف مستقرة بدون‎ 
. شرط‎ 
التكامل إلى " (3 نقاط)‎ 


۹ 8 سمسن سح : 
إذا کان الخطا ني تقریب تکامل اترات 2 استعمل طريقة أويلر المعدلة لتقدير لإ عند 1. = × من 0(=1)ر والمعادلة 
0032 فقدّر الخطأاً إذا استعملنا 2۲ من (4 نقاط) 1= رار (استخدم 4 عشرية في الحساب) . 


اي 


5 8 MD _ E 
Pp, = Yo + PB f(xo, Yo) 51 * f من الحالة بقلص بقداد | 2 ا‎ a i 
5 1 ام فا‎ 
ys E j EP ن الفترات هو‎ e 
1 2 1.1 من الف‎ 2٩ بجا ان یال‎ 
1 فان الخطأ الاتج‎ 
1 + )05( )1.909( = 5 0032 وبالتالي فإك‎ 
نقاط)‎ 5( 3 
1 f 
ی ی وو ا‎ 
الفرك ا و بطريقة أويلر وذلك عند 1=× وقيم مخحتلفة لمقدار‎ 
: بحیٹ‎ e م‎ 
+ ۴)1) 
1 1 ا‎ 

h=l 2°37 100 
نقاط)‎ 7( 

Y =1 

. DO 100 1 = 1, 100 

H = 1.0/1 

DO20K = 1,1 
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ا جلا ل و 
Y=Y-H°Y‏ 0 ا 
Eu HU WRITE (*, *) Y, EXP (-1)‏ 
=y hy y+ TN 100 CONTINUE‏ 
ENE END‏ 
e‏ بالقارنة مع متسلسلة تايلور فإن الخطأ في هذه الصيغة هر (0)1 
4- 0 استعمل طريقة رانج كرتا لحساب لاء علا بأن: C‏ ي وؤ 


y =4 x =0,y, =0,h = 02 
k, =0 
k, = (.2) (4(0.1)) = .0008 
k, = (.2) (4(0.1)) = .0008 
‰4 = (.2( (4(2) = 0064 


1” (4. 0008) + .0064] 


چ ا 


= ]0096.[ 
0016. =[ و تفاط 


لاحل الصحبح *“ 
ر مساوية 
انح کوتا قم 
يقة راج 
4- (ب) لاذا تعطي طر ر ۾ نقاط) 
حل المعادلة 4x?‏ ) 


ان ن الطريقة 
ڀقة رانج کوتا تة تل 


برل ۲ > ال بطر ی ان ہے رل کا 
عند حل المعاد . للتكامل»؛ دا . رررجة اكا 
تکانیء طريقة سن ر نامل متعددة الحدود ت 
نتاک ص حبحة عند 
ي السۋال. 


الوضعي في 


و۶ _ اوجد مرتبة a‏ 


غوذج اختبار «2» الحزء الثاني 
الزمن : 0 (ساعة ونصف) 


ن المسألة الحدية 
ة تقريبية (۷)0.5 من E‏ 
أوجد قيمة تقريبية (0.5) 2 = y' + xy = 1, y)0( = 0, y)1(‏ 


(h = 0.5) a 
0.5( باستعال طريقة الفروق المنتهية‎ 


1 
(y(t ڪ‎ 
(.5( ) Y(. ) y(0([ (0 ) (y( ) 
2y(.5( + # 3 9 1 


42 - 3 
12 - 2y ).5( + 0| + 5y ).5( الإجابة:‎ 

= 0 ت 

7.5 ¥) .5( 

5(7 

2 = (5.)ل 4 نقاط) 
ألة الحديه 
للا 

ی قر یھ ۸ بیت يکو = Y" + xy‏ أذ 
أوجد قيمة تهري 0 = y)0(‏ .0 = اة نع أ 

= الفروق 

0 => ) ل ميته الشرد 
ی“ وذلك با پک 


2 
(.5( 

2 + 

(5) Y0] +» (5 h = 0.5 
4ا‎ 5y ).5( )y¥)5( = 0 

> 
<9 
0 * )3 
کد 

dy 8+ 

۾ > |2 

eA = 
^ 16 


۷ٌ 5 f(x. y.y) 
y)0) = 0. . : ألة الحدية‎ 
y)1( = 2 و لز ااك ادي‎ 
‌ أعطت المخاولة 1 = (0)'ر النتيجة 3 = (1)ل.‎ 
بطريقة التصويب: | إ. ماهي قيمة (0)'ر‎ 
النتيجة 5 = (1)ل. ي و‎ yi = Î N Alak 2 
أعطت المحاو‎ 
فى المحاولة الثالثة بطريقة القاطع؟‎ 
y')0( = ب‎ = 1 + )2 = 3( )1 = 27)39 = 5( 1 
: : الإحاية:‎ 
= | - 1/2 = 5 


(4 نقاط) 


چ فإن متوسط د 
- إا كان ,لا هو المحجه الابتدائي وکان AU,‏ = ,لا فان متو : e‏ 
عتناصر اجه U,‏ إلى عناصر التجہ U,‏ تؤول إلى أكر قيمة ذاتية 
المصفوفة ‏ عندما تسن 1 إل سا لا نباي . 


أكتب بناجا فرعا هذه الطريقة مستعماً حرا أقصی من الدورات MAX‏ 
ورقم اختبار التقارب ۶٣ع‏ , 


E POWER (A. N. AVE. UIN. U. MAX. LPS! 


SUBROUTIN 
N. N). UIN (N). U(N) 


DIMENSION A ( 


pO 20J =1- 


N 
sUM = SUM + A (1.J) * UIN OJ) 


DO 301 = 1.N 
SsRAT + u(1»/ UIN (0 


AVE = SRAT/N 
IF (ABS (AVE- o 
OLD = AVE 
DON! = 1.N 


LD). LT. EPS) RETURN 


40 UIN(D = U(D) 

100 CONTINUE 
RETURN 
END 

(8 نقاط) 


5 أوجد علاقة خطية بين الضغط ۴ ودرجة الحرارة 1 من البيانات التالية : 


T 
J =p -10 y = by + b, x 
3 >x b 3y 
ت‎ 
Ix Xx b, 6 
3 
bı 18 
0 => 
9 b, 130 
ی = 18/3 = ر۵‎ 
b, = 130/200 = 0 
P >10 = 64 13 
(T — 280) = 2T - 182 + 6 
p> 1 
20 "~6 
ر6 نقاط)‎ 


6 التمثيل البيانات (, .×) على الصورة : 


p(x) = a, + a, (x ¬ X ) + a, (x ¬ * ) 


حيث × هو متوسط قيم × أوجد ,هة بدلالة النقط (إل »). 


m 0 Z8, 1 a 2Y8 
0 Ig 0 a = | 8 
3 0 Igy; 2 2ye, 
8» ر28‎ : 
Zy(x = X ) 
ی ی نے کب‎ 
,۾ ج‎ Ea) 
نقاط)‎ 4( 


3 


نموذج امتحان شامل للجزء الثاني 


٠ 7/13 
V,= 
1 


(الزمن : ساعتان) 14 
kL‏ ي 7/13 5 2 
U. = 2 13 13‏ 
e E‏ ۳ کو وچ | ا 5 يا 
س (1) : أوجد القيم الذاتية للمصفروفة : أ 13 13 
8 4 
ET‏ 
ج( 40 - )۸ - 5) )۸ - 2) = lk‏ (6 درجات) 
۸+ 10-73= : أكتب برناعاً 
a =4‏ © :أب برناغا لساب و عند 2 = × من السالة الأبتدافة 
ت ۸= 
72-30 1 = (0)'ر ,0 = (0)و , (٭) می = پر + "ر 
0 = )10 — )3+ ^( = بطریتة آریار مع 1 0= ر 
ج (3) .۰ 
چ WR‏ 10 24 
القيم الذاتية هي ر5 درجات) 
اق رة دات 0.1= H‏ 
ةط لااد في 
َ کا ا (دورتان ) َء اد 0= Y‏ 
ا طريقة القوى .- ےه الذاقي 
س (2) : استعمل رعا پات اا ل 1.2 = Do ı001‏ 
للمصفوفة أي س ) DO 100 Û‏ 
Y =¥ _Y¥(‏ 
N 1‏ . 
U =U H‏ 
x=x+H, Y 2‏ 
wRITE ( , )* Us 5‏ 100 
sTOP 1 E‏ 
END (4‏ 
مسال إو 
لقيمة الحريع 0 (6 درڃات) 
ˆ 3¥ 4 
1 
ال ر 


ج (4) 1 Y7 2Y, * Yo‏ 
0= ,| 5 ]3+ 
: ) 3[ )12( 
yy 7 2Y2 + Y, 2‏ 
= 37+ 
0 #] د( )13( 
17- 
Y, 0‏ 9 
8 6- 9 
Y2 9‏ 
9 0 
1- 9- 
ا و ل 
153 لك 17 9 
191 191 6- 9 
ر6 درجات) 
۔ ے للنقط: 
ى الصغرى 
و جد ميل خط المربعات و 
۽ اک ّ Thy),‏ 
س (6 (ربر ,1) ,رل ,0 ۵ ۾ 3 
5( 2 
ج( hyo 4+ hy,‏ 
الصخرى ^ 
حط المربعات 
ميل 
نامج لتکوین 
ءامن ل ے 
آکب جر 
س( 
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یت تمن ابم قر سن 1 إل 16 وال عم قرافي 


: البرنامج‎ 
DIMENSION X(10), (3,3) (6 
READ (°, *) (X(1),1 = 1,10) ج(‎ 
DO201=1,3 
DO J =1,3 
S(1, J) =0 
IF (I. EQ. 1. AND. J. EQ. 1) S(l, J) = 10 
IF (I + J. GT.2) THEN 
DO 40K = 1,10 
s1. J) = S(1,J) + X(K) °° (1 +1 >2) 
ENDIF 
CONTINUE 
20 CONTINUE 
درجات)‎ 6( 
0 ار‎ : )( 
سمل طريقة أوبلر مع أخز ج و ی‎ 
200 ب لا من المعادلة‎ 


u9 


u9 


2/20 


قى الاستقرا 
(ب) 1 


تقر ار عندما تؤول ۲ إلى 


الاستقرار 
فان شرط 
TI<-‏ 2)0 


11/200, u=0 


0 
له 


(5 درجات) 


× ف 


) 


الفقرة ()؟ 


درجة واخ 


صلحق (2) 


الخطأ المعللق 
نظام حابي (خوارزمية) 
تفریب 


مصفوفة أحادية (أطروحة) 


Absolute error 
Algorithm 
Approximation 
Array 
Augmented matrıx 
Back-substitution 
Backward difference 
Best approximation 
Binomial expansion 
Bisection method 
Boundary conditions 
Boundary-value problem 
Central difference 
Characteristic polynomial 
Characteristic value 


Characteristic vector 


معادلة الانتشار 
الفرق المقسوم 
قيمة ذاتية 
متجه ذاتي 
حذف 
معأدلة نأقصة 
خط 
المعيار الافليدي 
طريقة أويلر 
الحل الصحيح (المضبوط) 
الاس 
طريقة أويلر الموسعة 
استکال خارجي 
مضروب 
مؤثر الفروق أ ر 
طريقة النقطة الثابتة 
صيغة 
ا وجوردان 
طريقة الحذف لحاوس 
اطا الكل 
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Convergence 
Corrector formula 
Derivative 
Determinant of a matrix 
Diagonally dominant matrix 
Diagonal matrix 
Difference equation 
Differential equation 
Diffusion equation 
Discrete data 
Divided difference 
Eigen value 
Eigen vector 
Elimination 
Elliptic equation 
Error 
Euclidean norm 
Euler's method 
Exact solution 


Explicit method 
Exponent 


مصفوفة الوحدة 
مصفوفة سيئة (معتلة) 
زيادة 

معیار ما لا نہابة 

شرط ابتدائي 

مسألة القيمة الابتدائية 
تکامل 

استکال 

معكوس مصفوفة 
طريقة قوی المعكوس 
دورة (محسينة) 
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Identity matrix 
Hi-conditioned matrix 
Implicit method 

Increment 
Infinity norm 
Initial condition 
Initial-value problem 
Integration 
Interpolation 
Inverse of a matrix 
Inverse Power method 
Iteration 
Least-squares method 
Linear interpolation 
Linear system 
Local truncation error 
Lower-triangular matrix 
Matrix 
Maximum norm 
Mean-value theorem 
Method of False position 
1 method 


مؤثر 

رتبة (مرتبة) 

دوال متعامدة 
متجهات متعامدة 
قطع مکانیء 

معادلة مكافئة 

معادلة. تفاضلية جزئية 
عنصر الارتكاز 
عملية الارتكاز 
متعددة حدود (حدودية) 
طريقة القوى 


زاوية نصف قطرية 


طريقة ريتشاردسن بالاستکال الخارجي 
جذر معادلة 
خطأ التقريب 
صف 
طريقة رانج - كوتا 
طريقة القاطع 
متسلسلة 
طر يقة التصويب 
طريقة الخطوة الواحدة 
نصف القطر الطيفي لمصفوفة 
استقرار 
حطوة 
دایل سفلي 
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Operator 

Order 

Orthogonal functions 
Orthogonal vectors 
Parabola 

Parabolic equation 

Partial differential equation 
Pivot element 

Pivoting 

Polynomial 

Power method 

Predictor formula 
Predictor-corrector method 
Radian 

Rate of convergence 

Region of stability 
Regula-Falsi method 
Relative error 

Richardson's extrapolation method 
Root of an equation 
Round-off error 

Row 

Runge-kutta method 

Secant method 

Series 

Shooting method 

Sir-pson's method 
Single-step method 


Meteal radi 
1 iS ofa o 
Stability Matrix 


ep 
Subucripy 


٣ 


دلیل فوني (علوي) 
نظام معادلات 
مصفرفة متاثلة 
متسىلىىلة تايلور 
معادلة اختبار 
درط تاح 
رقم تسامح 
طربقة شبه انحرف 
مصفوفة ذات أقطار ثلاثة 
حل تافه 
خطأ الصيغة 
طريقة مستقرة بدون شرط 
طريقة غر مستقرة 


Superscript 
System of equations 
Symmetric matrix 
Taylor's series 
Test equation 
Tolerance condition 
Tolerance number 
Trapezoidal method 
Tridiagonal matrix 
Triangular matrix 
Trivial solution 
Truncation €rTOr 
Unconditionally stable method 
Unstable method 
Upper-triangular matrix 
Vandermonde matrix 
Vector 


Vector norm 
ation 


ave eq 
le method 


Weakly stab 


tion 
f a func 
Zexo O 
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